Corrigé DM2 - Fonction définie par une intégrale

1. a. Pour approximer f(x), on utilise la méthode des rectangles :
n—-1 K
1 Z cos( 7 )
n N
k=0 X+ (7>
Puisque, pour tout x > 0, la fonction t — LOSL egt continue sur [0,1], nlyg.lo S, = j

X+t
Ainsi, pour n assez grand, S, est une approximation de f{(x).

pour tout n € N*, on pose S, =

1
cost
0x+t dr.

import numpy as np

n = 100
def f(x):
S =0

for k in range(n):
S += (np.cos(k/n))/(x+k/n)
return S/n

b. On crée la liste des abscisses Lx = [0.01, 10] et la liste des ordonnées [f(x), X € Lx:| :

import matplotlib.pyplot as plt
Lx = np.linspace(0.01,10,1000)
Ly = f(Lx)

plt.plot(Lx,Ly)

plt.show()

On obtient :

On peut conjecturer que

la fonction f est strictement décroissante sur R, liroq f(x) = 4o et lim fix) = 0]
x— —>—+00'

2. Soit (x,x') € R* tel que x < x'.
/ 1(cost cost) I (x' —x)cost
oy = [ (eost - cost ) g o [ X ZXCOST 4,
fix) = fx) J.0 X+t x' 4+t -[0 (x+1)(x' +1)
Comme0 < x<x'etl < % Vvt e [0,1], x' —x > Oetcost > 0.
/_
On en déduit que Vz € [0,1], L),COSI >
(x+0)x" +1)
I (x' = x)cost

o G 1oy & 0donefl) — /) > 0.

et, par positivté de I’intégrale,

On conclut que | V(x,x') € R, x < x' = flx) > fix') |e

—t

fest strictement décroissante sur R} |.




3. a. Comme la fonction cosinus est décroissante sur [0,1], V¢ € [0,1], cos1 < cost < 1
donc Vx > 0, Vr e [0,1], o8l  cost 1

X+t X+t X+t
Par croissance de I’intégrale Jilmdt<'|.1&5tdt<j1 d
g ’ 0x+t = 0x+t = 0X+t.
|
_ 1 _ _ T e |
Commejox+t—[ln(x+t)]o In(x+1) —Inx = In 25—,

on a bien|Vx > 0, (cos1) ln<1 + %) < flx) < ln<1 + %) .

b. Comme lim ln<1 + %) = 0, par encadrement, | lim fix) = 0]

Comme liroq(cos 1)ln<1 + %) = +o0, par comparaison, liroq fx) = +oo|.

2
4. a. En utilisant I'inégalité proposée dans 1’énoncé : Vr € [0,1], |cost — 1| < %

cost—1 | |cost—1| <Lt £

|0 X+t d I X+t dt\2I0x+

Comme Vx > 0, x+1 > t, |g(x)| < Efotdt d’ou | Vx > 0, |g(x)| < % )

b. On remarque que g(x) =f(x) - jé X-lf-t dr =f(x) - ln<M>
D’apres a., Vx > 0, — 4 < flx) - ln<xJr 1 ) donc ln<xJr 1 ) - % < flw)
< ln<%> + %

Comme Vx €]0,1[, ln<%> =In(x+1) —Inx—etlnx > 0,

. _In(x+1) 1 f(x) In(x+1) 1
on obtient 1 T 4lnx “Inx O <= Inx 4lnx”
) . In(x+1) . 1 Lo
Enfin, comme hrg} ———= = lim = 0, le théoreme des gendarmes permet de conclure :

Inx 0" 4lnx
= letdonc |f(x) ~ —Inx|.
0+

m S

)c—»O+ —1

Comme liroq(— Inx) = 400, on retrouve bien le résultat de 3b. : liroq fx) = 400
xX— X
5. On étudie la continuité de la fonction f.

a. Soita >0, Vx € [— +oof, fix) —fla) =

done ) - fla)| < | —E=4 gy

(x+t)(a+1)

2
De plus, V¢ € [0,1], x+1 > x > Eeta+t>adonc(x+t)(a+t) > %.

On en déduit que | Vx € [%,4—00[, [f(x) = fla)| < QM )
a

I' (a—x)cost
o x+t)(a+1)

b. Comme lim ZJX;—ZaL =0, lim f(x) = fla) donc | pour tout a > 0, fest continue en a

ce qui est la définition de | f est continue sur R |




