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| Ensemble IK[X]

Définitions 1 - Une fonction polyndme (ou un polyndme) a coefficients dans K (K = R ou C) est une
fonction définie de K dans K de la forme : x ~ ao + a1x + a>x* +...+a,x" ou n est un entier
naturel et (ao,a,as,...,a,) € K",

- pour tout entier naturel k, on convient de noter X* la fonction polyndme : x ~ x*.

ainsi: X% : x> 1, X:x+»x, X2 : x+~ x%etc.

n n
et P = > ayX* est la fonction définie par : Vx € K, P(x) = ao + a1x + axx* +...+ax" = D_ aix*.
k=0 k=0

- s0it P = Y a;X* un polyndme
=0
I’élément ay est appelé le coefficient d’indice k de P

I’élément ag est appelé le terme constant de P
I’élément a, est appelé le coefficient dominant et a,X" est le terme dominant de P

le dégré de P est I’indice du dernier terme non nul : si a, # 0 alors degP = n

On convient que le degré du polyndme nul est égal a —oo

- un mondme est un polyndéme qui n’a qu’un seul coefficient non nul

+ le polyndme nul, noté 0, est le polyndme dont tous les coefficients sont nuls

Notations R[X] est I’ensemble des polynomes a coefficients dans R
C[X] est I’ensemble des polyndmes a coefficients dans C
et pour tout entier naturel n
R,[X] est I’ensemble des polyndmes a coefficients dans R de degré inférieur ou égal a n
C,[X] est I’ensemble des polyndmes a coefficients dans C de degré inférieur ou égal a n

Exercice 1 SoitP =4X>-X+2etQ = iX' + (1 +i)X.
Dire a quels ensembles appartiennent P et Q et donner leur degré.
Donner le terme dominant, le coefficient dominant et le terme constant de P et Q.

Exercice 2 Mémes questions pour P = (X +1)" — (X - 1)".

Proposition 1 Deux polynémes sont égaux si, et seulement si, leurs coefficients sont égaux.

Autrement dit : soit P = D>_aiX* et Q = D_ by X* deux polyndmes.
k=0 k=0
Alors P = Q < Vk € |[0,n]], ax = bx.

En particulier, P = 0 < Vk € |[0,n]|, ax = 0.

Exercice 3 Montrer que si P est une fonction polyndme paire (resp. impaire) alors tous ses coefficients
d’indice impair (resp. pair) sont nuls

Il Opérations dans IK[X]

2 q
Définition 2 Dans K[X], soit P = D> aX* et Q = D>_ biX*, on définit les opérations suivantes :

pa k=0
max(p,q)
-laddition: P+ Q = D> (ax+by)X enposantay = 0sik > petby =0sik > ¢
50
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P
- la multiplication par un scalaire : soit 1 € R ou C alors AP = Y_ AaX*
=0

n

p+q
« le produit PQ = 2(2 akbn_k>X" enposantay = 0sik >petby =0sik > q

n=0\ k=0

P q k
- la composition de deux polyndmes P o Q = Zak(z b, X ’)
=0  \i0

P q
Proposition 2 Opérations et degré : soit P = D_aiX* et Q = D_ by X*
pay pay

«deg(P + Q) < Max(deg(P),deg(Q))
Si deg(P) + deg(Q) alors deg(P + Q) = Max(deg(P),deg(Q))
La réciproque est fausse

-soit A # 0, deg(AP) =deg(P)

. deg(PQ) = deg(P) +deg(Q)
PQ=0eP=00uQ=0

+si P # 0 alors deg(P o Q) = deg(P) x deg(Q)

Exercice 4 SoitP =4X>-X+2etQ = X°+X.
Déterminer P + Q, —2P, PQ, et P o Q.

lll Polynomes dérivés dans IK[X]

Définition 3 Soit P = Y_ a;X* un polyndme 2 coefficients dans K.
k=0

Le polyndme dérivé de P est le polyndme P’ défini par :
P'=0sidegP <0

p p-1
et P' =) kayX*' =) (k+ DagaX* sidegP > 1.
k=1 k=0

Proposition 3 sidegP > 1 alors degP' = degP — 1
sidegP < 0 alors degP' = —oo (car dans ce cas, P' = 0)

Proposition 4 Soit P et Q deux polyndmes de K[X] et A € K.
(P+Q) =P +Q
(AP)' = AP’
(PQ)' = P'Q+PQ'
‘(PoQ) = (P oQ)xQ
Définition 4 On définit par récurrence le polyndme dérivé d’ordre k (noté P®)) de P par :

PO = p
et Vk e N, pk+l) — (P(k))l

Exercice 5 Pour tout entier naturel k, déterminer P%) ou
1)P=4X3—X+2 2)P=X"oun € N.
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IV Racine d’un polyndéme

Définition 6 Soit P € K[X] et a € K. « est une racine de P si, et seulement si, P(a) = 0.

Proposition 5 ¢ est racine de P < P est factorisable par (X — a)
Autrement dit, a est racine de P < 30 € K[X]/P = X—a)0

Définition 7 Soit k un entier naturel non nul.
a est une racine d’ordre k de P

& P est factorisable par (x — a)*
& il existe Q de K[X] tel que P = (X — a)*Q
& P(a) = P'(a) =...= P%D(a) = 0 (Ies k premiers polyndmes déivés de P s’annulent en a)

Exercice 6 Soit P = X* — 1. Justifier que 1 est racine de P et donner son ordre de multiplicité.

Proposition 6 Soit p un entier naturel non nul et (a1, -+, a,) € K”.
ai, -, 0, sont p racines deux a deux distinctes de P
< P est factorisable par (X —a1)---(X —a,)
o 3I0eKX]/P=X-a1)X—-0a,0.

Exercice 7 Soit n,p, g trois entiers naturels et P = X32 + X3+1 4 X34,

On posej = ¢ . Montrer que j et j sont racines de P.
En déduire que : 30 € R[X]/P = (X>+ X+ 1)Q.

Proposition 7 Un polynome de degré inférieur ou égal a n a au plus n racines distinctes.
S’il a au moins (n + 1) racines deux a deux distinctes alors il est nul.

V Factorisation dans IK[X]

Définition 8 P est dit irréductible dans K[X] si, et seulement si, on ne peut pas factorier P dans K[X].
Exemple X2 + 1 estirréductible dans R[X] mais pas dans C[X] car X> + 1 = (X —i)(X +i).

Proposition 8 Théoreme de d’ Alembert-Gauss
Tout polyndme non constant de C[X] admet au moins une racine dans C.

Conséquence -Les polyndmes irréductibles de C[X] sont les polyndmes de degré 1.
- Soit P € C[X] tel que degP = n. Soit a, sont coefficient dominant.
Alors P admet n racines complexes ry, -+, r, (pas nécessairement distinctes)
P=a,(X-r1)(X—-r2)...(X—r,) oules racines a1, - --, &, ne sont pas nécessairement distinctes.

Remarques -Les polynomes irréductibles de R[X] sont les polynomes de degré 1 et les polynomes de degré 2
a discriminant strictement négatif.

Soit P € R[X]etr € C.
r est racine d’ordre k de P si, et seulement si, 7 est racine d’ordre k de P.

Exercice 8 1) Factoriser dans C[X] et dans R[X] les polynomes suivants :
P=X*-X>+1,0=X+X>+1
2) Soit R = X* +3X3 — 14X? + 22X - 12.
Vérifier que 1 + i est racine de P puis factoriser P dans C[X] puis dans R[X].
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