Corrigé DM4

b
1. a. SoitM = ( 4 4 ) € Eet (x,y,2,1) € R*.
c

x+z y+t a b
Onaxl+yJ+zK+tL=M & =
y—t x—z2 c d

x+z=a x=(a+d)2
y+t=>b y=(b+c)2
o )
y—t=c z=(a-d)2
x—z=d t=Mb-0)2

Ainsi, VM € E, 3'(x,y,z,t) € R* | M = xI + yJ + zK + tL donc

B = (I,J,K,L) est une base de E |.

b. On utilise les coordonnées de I, J, K et L dans la base canonique de E pour définir la matrice de

10 1 O

. . 01 0 1

passage de la base canonique de Ealabase B:|P = L1 o0
10 -1 0

2. Onpose F1={MeE | JIJMJ]=M}etF,={MecE | IJMJ]=-M

T

b.

(e)-(en)di

. a b a b
Ainsi M = eFireo M= = al + bJ.
c d b a

Donc F; = vect(l,J) et comme / et J ne sont pas colinéaires, elles forment une partie libre. On

en conclut que| F'; est un sous-espace vectoriel de E, (1,J) en est une base et dimF; = 2|.

Fy,cEetO; € F,
Pour tout (M,N) € F3 : J(MM + N)J = —AM — N donc AM + N € F,.

Ainsi | F; est un sous-espace vectoriel de E |.

] . a b d c a b d=—-a
. Soit M = .Me F, & = — o .
(c a’> <b a> (c a’> {cb

.. a b a b
Ainsi M = elF,o M= = aK + bL.
c d -b —a

Donc F» = vect(K,L) et comme K et L ne sont pas colinéaires, elles forment une partie

libre.On en conclut que | (K, L) est une base de F; et dimF, = 2|.

i a b e f . ae +bg af+ bh
3. a. SoitM = etN = deux matrices de E. MN = :
c d g h ce+dg cf+dh

def produit(M,N):
a,b,c,d = M[o][o],M[e][1],M[1][0], M[1][1]
e,f,0,h = N[OJ[O],N[OT[1],N[1T[O],N[1][1]
return [[a*e+b*g,a*f+b*h], [c*e+d*g,c*f+d*h]]



b. Les instructions

J!K!L = [[Oilli[lIO]]I [[lIO]I[O!'lllv [[Oil]I[-lIOI]
for M in [J,K,L]:
for N in [J,K,L]:

print(M,"*" N, "=",produit(M,N))
affichent

(e, 11, [1, o]l * [[e, 1], [1, e]] = [[1, o], [0, 1]]
(te, 11, 1, ell * [f1, eJ, e, -111 = [[e, -1], [1, O]]
[[Or l]a [lr O]] ! [[Gr 1]: ['lr O]} = [['1r O]r [Or l]]
(rx, el, fe, -111 * [fo, 11, [1, o]] = [[e, 1], [-1, O]]
(1, oj, fe, -111 = [[1, el, [e, -1]] = [[1, 0], [0, 1]]
(ri, el, [e, -111 * [ro, 11, [-1, 0]1 = [[e, 1], [1, O]]
(e, 11, [-1, o]l * [[o, 1], [1, o]] = [[1, o], [0, -11]
[[Or l]a [' ! 0]] * [[1r O]r [Or '111 = [[Or 'l]r ['1r 0]]
tte, 11, [-1, o]l * [[o, 1], [-1, ©]] = [[-1, @], [6, -1]]

Ces résultats permettent de penser que
JP=1LJK=-L JL=-K,KI=L K*=1L KL=J,LJ=K,LK=-JetL?=-I|

On vérifie aisément ces résultats par le calcul.
a. Soit (M,M") € F? alors JMJ = M et JM'J = M' donc (JMJ)(JM'J) = MM’
Or (JMJY(IM'J) = IMJ*M'J et J> = I donc J(MM')J = MM’ et par conséquent MM' € F;.

On a bien |V(M,M') € F2, MM' € F; et F est stable pour le produit matriciel |.
b. Si(M,M") € F}alors IMJ = -M,JM'J = -M' et JMJ)(UM'J) = (-M)(-M") = MM'.
Donc J(MM')J = MM' puis MM' € Fy. On abien|V(M,M') € F3, MM' € F, |.

3 -1
a. SoitA = ( ), on cherche (x,y,z,1) € R*tel que A = xI + yJ + zK + tL.

1 -2
x=1/2
S y=0 .

D’apres 1a. donc | le quadruplet des coordonnées de A dans B est ( ,0, —,—1) .
z=15/2 2
t=-1

b. OnaalorsA = %I+ %K— 1L.
En posant A; = %IetAz = %K—L, (Al,Az) e FixFretA=A1+A]|

a. Soit M € E. Comme B est une base de E, il existe (x,y,z,1) € R* tel que M = xI+yJ + zK + tL.

%Ieth - %K—L, (Mi,M>) € Fy x FretM = M, + M|,

b. Supposons qu’il existe (M1,M;) € Fy x Fy et (N,N2) € F1 x Fp telsque M = My + M et
M = N; + N>.
Alors M1 + M, = Ny + N, etdonc M} — Ny = —(M, — N»).

OrM,—N; € Fiet M, — N, € F, donc il existe (a,b,c,d) € R* tel que My — N, = al+bJet
M> - N> =cK+dL.

Onaalors M; — N, = —(M, — N,) & al + bJ = —(cK + dL) soital + bJ + cK + dL = 0.
Comme B est une partie libre,a = b =c =d = 0.

On en déduit que M| — N} = M, — N, = 0soit M; = Ny et My = N».

Ainsi, | le couple (M,M,) € F; x F, tel que M = M + M, est unique |.

En posant M| =




