DMS - Corrigé - Série alternée de Bertrand
a. Comme il s’agit d’une série alternée, il est judicieux de définir un signe au lieu d’utiliser (—1)".

import math as m

def serie(n):
S=20
signe =1
for k in range (2,n+1):
S =S + signe/(m.sqrt(k)*m.log(k))

signe =

-signe

return

S

b. On représente la suite (S,),,, a I’aide des deux listes Ln = |[2,N]| et Ls = [S, | n € Ln].

import matplotlib.pyplot as plt

N = 100
Ln = range(2,N+1)
LS = [serie(n) for n in Ln]

plt.plot(Ln,LS,marker="'0")
plt.show()

i
7‘\H“H AR

I “»HW\'N’\ WA AW AAAAMAAANY
I

On constate qu’il y a une asymptote horizontale aux alentours de 0,7 donc

on conjecture que la série Z 1) est convergente |.
= n Inn
c. Pour tout entier naturel n > 1,
Sont2 = Son = Uopi2 + Udpy = 1 )
J2n+2 ln(2n + 2) V2n+11In(2n+1)
_ _ 1
En posant A(t) = Jt Int, ona Sy,0 — Sz = h(2n+2) hon 1)
Or h est strictement croissante sur [2,+oo[ (puisque & est dérivable et h' (1) = Zln_,/_i + % > 0).
L 1 1 _
On en déduit que 2(2n +2) > h(2n + 1), donc han+2) < han 1) et Sop2 — 82, <0

La suite (S2,),,, est strictement décroissante.
-1 n
V2n+3 In(2n + 3)

La suite (S24+1),5, est strictement croissante.

1
— S5,
? Jn+1In@n+1)

les suites (S21) 5, €t (S2u+1),,5, sont adjacentes

Sz = Sonrl = Uops3 + Uspr =

1 >0
V2n+2 1In(2n + 2)

'S2n+l = U+l = — donc r}_i)l;rolo(SZn+l - SZn) =0.

On a montré que . Donc elles convergent vers

une méme limite.
Par le théoreme sur les suites extraites, on en déduit que la suite (S,),., est convergente,

: ( )"
autrement dit, que | la série est convergente |.

n>2




d. Comme les suites extraites (S2.) 5, et (S2u+1),5; sont adjacentes, Vi > 2, Sa,11 < S < S

S2n+1 + S2n
2

Donc est une valeur approchée de S a € pres des que Sz, — S < €.

def val_app(eps):
n=1
a, b = serie(2), serie(3)
while a-b > eps
n +=1
a, b = serie(2*n), serie(2*n+1)
return ((a+b)/2)

Comme I’instruction val_app(round(10 x x(-2),2)) renvoie 0. 70,

une valeur approchée de la somme de la série a 1072 pres est 0,7 |.

Inn

e. Par croissance comparée, hm = 0 donc, par définition de limite :

poure =1, dng € N | Vn > ny, IHT” < 1 etcomme /n > 0, on a bien
n
dno € N | Vn > no, Inn < Jn |
f. Pourtoutn > 2, |u,| = — L Dapres d4a.,dng € N | Vn > no, Inn < donc
> 2 ol = ey D | Jn

1 > 1
Jalnn —
Comme la série D % est divergente, par comparaison des séries a termes positifs, la série

est divergente.

1
z:,/ﬁlnn

On en conclut que | la série D u, n’est pas absolument convergente |.

g. Dans une boucle while, on caclcule la somme des termes |ux| jusqu’a ce qu’elle dépasse M :

def seuil(M):

S=20

k =2

while S <= M:
S =S+ 1/(m.sqrt(k)*m.log(k))
k += 1

return k-1

2. Onposev, = % pour tout entier n > 2.
n(Inn)

a. On avuala question 1. que la fonction £ est strictement croissante sur [2,4o0[.
Par composition avec la fonction carrée qui est elle-mé&me croissante sur R*, la fonction
t » (h(t))? I’est également.
On en déduit que : V7 € [k— 1,k], (h(t))* < (h(k))? et donc —L— < —1
q [ I, (n(0))” < (h(k)) Knk? S i’
i3 Lo G
k(Ink) =1 ¢(Int)

En intégrant sur I’intervalle [k — 1, k], on obtient : | V¥

b. Onpose 7, = > v« la somme partielle associée a la série D v,.
i =2

En sommant de part et d’autre de I’inégalité obtenue en a., on obtient :
n n

k n
w>2,2+<2j Lc1’c>uT,1<++j _dr

= k(Ink)? Sk 1(Inr)? 2(1nz)2 2 1(Int)?
_ Inn du B 1 Inn
2 t(lnt) J-ln2 u? [ :|1n2’

u
c 1 1 1
onobtientque : Vn > 2, T, < ") Ton etdonc Vn > 2, T, 1 o

Comme Vn > 2, v, > 0, la suite (T}),, est croissante et majorée donc convergente.

Comme, en posant le changement de variable u = Int, I

On peut alors conclure que | la série D _ v, est convergente |.
n>2




