
09/12/2023
Espaces vectoriels - Probabilités (2h)
Documents et calculatrices ou autres interdits DS3

Sujet

Exercice 1

Soit n ∈ N?. Dans l’espace vectoriel En = Mn (R), on considère les ensembles :

Sn =
{
A ∈ En AT = A

}
et An =

{
A ∈ En AT = −A

}
.

On rappelle que pour toute matrice M, MT désigne sa matrice transposée.

1. Montrer que Sn et An sont des espaces vectoriels.

2. Donner une base BS de S2, et calculer la dimension de S2,.

3. Donner une base BA de A2, et calculer la dimension de A2.

4. Vérifier que la juxtaposition des bases BS et BA de forme une base de E2.

5. En déduire que toute matrice M de E2 s’écrit de façon unique comme la somme d’une matrice S de S2

et d’une matrice A de A2.

Exercice 2

Soit d ∈ N. On appelle moment d’ordre d de la série exponentielle le réel md égal, sous réserve d’existence,

à la somme de la série de terme général
nd

n!
(n ≥ 0) : md =

+∞∑
n=0

nd

n!
.

On prouve l’existence de md par deux méthodes et on propose un moyen de le calculer.

1. a) Soit n et d deux entiers naurels. En remarquant que : n! = (n− d)!× [n(n− 1)× · · · × (n− d + 1)] ,
montrer que :

nd

n!
∼

n→∞

1
(n− d)!

.

b) Conclure quant à l’existence de md pour tout entier d ≥ 0.

Soit d ≥ 2 un entier fixé, et Rd[X] le sous-espace vectoriel des polynômes de degré au plus d . On notera
Bd la base canonique de Rd[X]. On introduit la famille de polynômes B′ = (P0, P1, … , Pd ) définie par :

∀k ∈ {0… d} Pk =
k−1∏
j=0

(X − j) = X (X − 1)… (X − k + 1).

Ainsi : P0 = 1, P1 = X , P2 = X (X − 1), etc.

2. a) Montrer que la famille B′ est une base de Rd[X].

b) En déduire qu’ il existe d + 1 scalaires notés α0, … ,αd qu’on ne cherchera pas à calculer tels que :

Xd = α0P0 + · · · + αdPd .

3. �el lien existe-t-il entre la matrice colonne

α0
...
αd

 et la matrice de passage Πd de Bd à B′ ?

4. a) Soit k ∈ {0… d}. Simplifier, pour tout entier naturel n, le quotient
Pk (n)
n!

.

On distinguera les cas n < k et n ≥ k.

b) En déduire l’existence de md et donner son expression en fonction des scalaires αJ (0 ≤ j ≤ d).
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Exercice 3

Soit a, b étant deux réels dans ]0, 1[. On dispose de deux pièces A et B dont les probabilités de donner Pile
sont respectivement a et b. On jeu au joue au jeu suivant :

i) On choisit une des deux pièces au hasard.

ii) On lance la pièce retenue. Ensuite :
— Si on obtient Face : on change de pièce.
— Si on obtient Pile : on conserve la pièce.

iii) On recommence l’étape ii) indéfiniment.

Pour tout entier n ≥ 1, on définit les évènements :
An : «on joue avec la pièce A au n-ième lancer». On note an = P(An).
Bn : «on joue avec la pièce B au n-ième lancer».
Fn : «le n-ème lancer de pièce donne Face».
En : «on obtient Face pour la première fois au n-ème lancer».
Ln : «les n premiers lancers sont e�ectués avec la même pièce».

1. Soit n ∈ N?. Après avoir exprimé Ln à l’aide des évènements Ak et Bk , calculer la probabilité P(Ln).

2. Soit n ∈ N?.

a) À l’aide de la formule des probabilités totales, établir une relation de récurrence entre an+1 et an.

b) Déterminer, pour tout entier n ≥ 1, l’expression de an en fonction de n.

3. Soit n ∈ N?.

a) Calculer les probablités PA1 (En) et PB1 (En).

b) En déduire la valeur P(En) pour tout entier n ∈ N?.

c) Justifier que la série
∑
n≥1

P(En) converge et calculer sa somme.

d) Comment qualifier la famille d’évènements (En)n≥1 ?
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