Corrigé DM6
1. a. Soitn € N.

(An,Bn, C,,D,) est un systeme complet d’événement. La formule des probabilités totales donne :
P(Au1) = P(Ay)Pa,(An1) + P(By)Pp,(Ani1) + P(Co)Pc,(Ani1) + P(Dy)Pp,(Ani1)
Or, d’apres le déplacement du point lumineux, si a I’intant n il est en A (resp. B, C, D) alors, a
I'instant n + 1 il est en B (resp. C, D, A) avec la probabilité p et en D (reps. A, B, C) avec la
probabilité q.
On a alors Pa,(Ans1) = Pc,(Aps1) = 0, Pp,(Ans1) = get Pp,(Anc1) = pdonc an1 = gb, + pd,.
On procede de méme pour b1, Cpii €t dysi.

On obtient :
Apyl = qbn +pdn 0 q 0 P
b1 = pa, + qcy 0 0
vn e N, LT PATAC qone|Vn e N, Uy = MU, ouM=| P 71
Cn+l =an+61dn 0 P 0 q
dn+1 = ga, + pcy qg 0 p O
1
\ 1se . ) 0
b. Comme a I’instant 0, le point lumineux se trouve en A, | Uy = 0
0

Montrons par récurrence que : Vn € N, U, = M"U, :
Pour n = 0, M° = I, donc on a bien Uy = M°U,.
Si U, = M"Uy alors Up1 = MU, = MM"Uy = M"™'U,.

On conclutque : |Vn € N, U, = M"U|.

0101
1 010
2. Sipzqz%alorst% 010 1
1 010

a. M est une matrice symétrique réelle donc la matrice | M est diagonalisable |.

b. On cherche tout d’abord le spectre de M : soit A € R
A € spec(M) & M — Al4 n’est pas inversible & rg(M — Als) < 4.

21 1 0 1
1 22 1 0
0 1 22 1

(1] o 1 -22

Orrg(M—2Aly) =rg

0 1 21 1-4a? 00 A -A2
0 22, 0 —2), 00 AZ -2
Lie Li+2ALq 0 241 Lie(L1 — L3)/4 01 -22 1
Lye Lol 10 1 -2 Lo(La24Ls)/4 10 1 -24
00 A -A?
00 0 A(A2-1)
LoLy-iLy 01 22 1
1 0 1 21

On en déduit que rg(M — Aly) < 4 & A = 0ou A? = 1. Ainsi, spec(M) = {0,-1,1}.



Soit X = e M4 i(R).

~ N < =

+t=0 =—t
XeEo(M)<:>MXO<:>{y @{y .

x+z=0 X =-z
z—t=0 z=1
XeEM)yeoMX=XcoM-11)X=0< y-2z+t=0 & y=t.
X+z—2t xX=t
z+t=0 z=-t
XeEM)yoMX=-Xe M+11))X=0< y+2z4+t=0 & y=t
X+z+2t X =—t
1 0 1 1
) 0 1 1 -1
Soit X; = , Xp = , X3 = et Xy =
-1 0 1
0 -1 1 -1

alors Eo(M) = vect(X1,X2), E1(M) = vect(X3) et E_.;{(M) = vect(X4).

La famille (X, X>,X3,X4) est obtenue par juxtaposition des bases des sous-espaces propres de M
associés a des valeurs propres distinctes, comme elle est de cardinal 4, (X, X2, X3,X4) est une
base de M4 (R).

On conclut, en posant

1 0 1 1 000 O
0O 1 1 -1 000 O
P = etD = alors M = PDP7!|.
-1 0 1 1 001 O
0 -1 1 -1 000 -1

. On souhaite déterminer U, en fonction de 7 :

d’apres 1b., Vn € N, U, = M"Uy or M = PDP~! donc Vn € N, M" = PD"P~!.
Ainsi, Vn € N, U, = PD"P~'U,.

On calcule Vo = P~'Uj en résolvant le systeme PV, = U.

Puis on calcule PD"V, ou D" = diag(0,0,1,(-1)").

Les réels a,,, b,, ¢, et d, sont les coefficients de la matrice colonne obtenue U,, = PD"Vy |.

0 g 0p 1 P+q
0 0 1 +
. On calcule MC, = p 1 = P4 =(@+4q)Ci. Commep+q =1,
0 pOg 1 Ptq
q 0 poO 1 pP+q

on obtient MC; = C;. On calcule de méme MC,, MCs et MC4 et on obtient
MC, = Ci, MC, = i(l —2p)C2, MCz = -CsetMCy = i(2p— 1)C4 .

Par définition de vecteurs propres, | C1,C2, C3 et C4 sont des vecteurs propres de M |.

Les valeurs propres associées sont A = 1, A2 = i(1 —2p), A3 = -1, la =i(2p—1)|.

. CommeO <p<letp # %, les valeurs propres sont deux a deux dsitinctes donc, étant de

cardinal 4, | 1a famille B = (Cy, C»,C3,C4) est une base de M4;(C) |.




f. Pouri € {1,2,3,4}, MC; = A,C;, donc par récurrence : | Vn € N, M"C; = A/C;|.

g. Par simples calculs, C; + C2 + C3 + C4 = 4Up donc | Uy = %(Cl +Cr+C3+Cy)|

D’aprés 2b., Vi € N, U, = M"Uy = %M"(Cl +Ca+ Cs +Cy)
= %(M"C] +M"Cy+M"Cs +MnC4) = %(/l’fCl + lch + lgC3 + 12C4)

Conclusion : | Vn € N, U, = %(c1 + (1 =2p))"Cs + (=1)"C3 + (i(2p — 1))"C4) |.

h. Pourp = L, onobtient ¥n € N, U, = L(ci+ (L)' + -1y'cs+ () "c)
(e (&) v+ (3) )
(Y - —(3)
RORENE)
-

On en déduit que :

Vn e N, a = %(1 + (—Tl)) Con = %(1 - (%)) et bon = dan = 0

soit U, =

A=

et| Vn € N, damt = canst = 0, banst = %(1 - %(—Tl)) et doni = %(1 + %(—71)) .




