
Corrigé DM6
1. a. Soit n � N.

�An, Bn, Cn, Dn� est un système complet d’événement. La formule des probabilités totales donne :

P�An�1� � P�An�PAn�An�1� � P�Bn�PBn�An�1� � P�Cn�PCn�An�1� � P�Dn�PDn�An�1�
Or, d’après le déplacement du point lumineux, si à l’intant n il est en A (resp. B, C, D) alors, à

l’instant n � 1 il est en B (resp. C, D, A) avec la probabilité p et en D (reps. A, B, C) avec la

probabilité q.

On a alors PAn�An�1� � PCn�An�1� � 0, PBn�An�1� � q et PDn�An�1� � p donc an�1 � qbn � pdn.

On procède de même pour bn�1, cn�1 et dn�1.

On obtient :

�n � N,

an�1 � qbn � pdn

bn�1 � pan � qcn

cn�1 � pbn � qdn

dn�1 � qan � pcn

donc �n � N, Un�1 � MUn où M �

0 q 0 p

p 0 q 0

0 p 0 q

q 0 p 0

.

b. Comme à l’instant 0, le point lumineux se trouve en A, U0 �

1

0

0

0

.

Montrons par récurrence que : �n � N, Un � MnU0 :

Pour n � 0, M0 � I4 donc on a bien U0 � M0U0.

Si Un � MnU0 alors Un�1 � MUn � MMnU0 � Mn�1U0.

On conclut que : �n � N, Un � MnU0 .

2. Si p � q � 1
2

alors M � 1
2

0 1 0 1

1 0 1 0

0 1 0 1

1 0 1 0

.

a. M est une matrice symétrique réelle donc la matrice M est diagonalisable .

b. On cherche tout d’abord le spectre de M : soit � � R

� � spec�M� � M � �I4 n’est pas inversible � rg�M � �I4� � 4.

Or rg�M � �I4� � rg

�2� 1 0 1

1 �2� 1 0

0 1 �2� 1

1 0 1 �2�

L1� L1�2�L4

L2� L4�L2

� rg

0 1 2� 1 � 4�2

0 2� 0 �2�

0 1 �2� 1

1 0 1 �2�

L1��L1 � L3�/4

L2��L2�2�L3�/4

� rg

0 0 � ��2

0 0 �2 ��

0 1 �2� 1

1 0 1 �2�

L2�L2��L1

� rg

0 0 � ��2

0 0 0 ���2 � 1�

0 1 �2� 1

1 0 1 �2�

.

On en déduit que rg�M � �I4� � 4 � � � 0 ou �2 � 1. Ainsi, spec�M� � �0,�1, 1�.



Soit X �

x

y

z

t

� M4,1�R�.

X � E0�M� � MX � 0 �
y � t � 0

x � z � 0
�

y � �t

x � �z
.

X � E1�M� � MX � X � �M � I4�X � 0 �

z � t � 0

y � 2z � t � 0

x � z � 2t

�

z � t

y � t

x � t

.

X � E�1�M� � MX � �X � �M � I4�X � 0 �

z � t � 0

y � 2z � t � 0

x � z � 2t

�

z � �t

y � t

x � �t

.

Soit X1 �

1

0

�1

0

, X2 �

0

1

0

�1

, X3 �

1

1

1

1

et X4 �

1

�1

1

�1

alors E0�M� � vect�X1, X2�, E1�M� � vect�X3� et E�1�M� � vect�X4�.
La famille �X1, X2, X3, X4� est obtenue par juxtaposition des bases des sous-espaces propres de M

associés à des valeurs propres distinctes, comme elle est de cardinal 4, �X1, X2, X3, X4� est une

base de M4,1�R�.
On conclut, en posant

P �

1 0 1 1

0 1 1 �1

�1 0 1 1

0 �1 1 �1

et D �

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 �1

alors M � PDP�1 .

c. On souhaite déterminer Un en fonction de n :

d’après 1b., �n � N, Un � MnU0 or M � PDP�1 donc �n � N, Mn � PDnP�1.

Ainsi, �n � N, Un � PDnP�1U0.

On calcule V0 � P�1U0 en résolvant le système PV0 � U0.

Puis on calcule PDnV0 où Dn � diag�0, 0, 1, ��1�n�.

Les réels an, bn, cn et dn sont les coefficients de la matrice colonne obtenue Un � PDnV0 .

d. On calcule MC1 �

0 q 0 p

p 0 q 0

0 p 0 q

q 0 p 0

1

1

1

1

�

p � q

p � q

p � q

p � q

� �p � q�C1. Comme p � q � 1,

on obtient MC1 � C1. On calcule de même MC2, MC3 et MC4 et on obtient

MC1 � C1, MC2 � i�1 � 2p�C2, MC3 � �C3 et MC4 � i�2p � 1�C4 .

Par définition de vecteurs propres, C1, C2, C3 et C4 sont des vecteurs propres de M .

Les valeurs propres associées sont �1 � 1, �2 � i�1 � 2p�, �3 � �1, �4 � i�2p � 1� .

e. Comme 0 � p � 1 et p � 1
2

, les valeurs propres sont deux à deux dsitinctes donc, étant de

cardinal 4, la famille B � �C1, C2, C3, C4� est une base de M4,1�C� .



f. Pour i � �1, 2, 3, 4�, MCi � �iCi, donc par récurrence : �n � N, MnCi � �i
nCi .

g. Par simples calculs, C1 � C2 � C3 � C4 � 4U0 donc U0 � 1
4
�C1 � C2 � C3 � C4� .

D’après 2b., �n � N, Un � MnU0 � 1
4

Mn�C1 � C2 � C3 � C4�

� 1
4
�MnC1 � MnC2 � MnC3 � MnC4� � 1

4
��1

nC1 � �2
nC2 � �3

nC3 � �4
nC4�.

Conclusion : �n � N, Un � 1
4
�C1 � �i�1 � 2p��nC2 � ��1�nC3 � �i�2p � 1��nC4� .

h. Pour p � 1
3

, on obtient �n � N, Un � 1
4

C1 �
i
3

n

C2 � ��1�nC3 �
�i
3

n

C4

soit Un � 1
4

1 � i
3

n

� ��1�n � �i
3

n

1 � i i
3

n

� ��1�n � i �i
3

n

1 � i
3

n

� ��1�n � �i
3

n

1 � i i
3

n

� ��1�n � i �i
3

n

.

On en déduit que :

�n � N, a2n � 1
2

1 � �1
9

n

, c2n � 1
2

1 � �1
9

n

et b2n � d2n � 0

et �n � N, a2n�1 � c2n�1 � 0, b2n�1 � 1
2

1 � 1
3

�1
9

n

et d2n�1 � 1
2

1 � 1
3

�1
9

n

.


