Intégrales généralisées

Ce qu’il faut connaitre :

-toutes les primitives usuelles

-les techniques de calcul de I'intégrale d’une fonction continue sur un segment (intervalle fermé borné)
-la définition de la convergence de I’intégrale d’une fonction continue sur [a, b[ (]a, b]) impropre en b (a)
-la définition de la convergence de I’intégrale d’une fonction continue sur ]a,b[ impropre en a et en b
-les propriétés des intégrales généralisées (relation de Chasles, linéarité, positivité, croissance)

-le critere de convergence par comparaison de fonctions positives

-le critere de convergence par I’absolue convergence

-les techniques de calcul d’une intégrale généralisée (primitive, IPP, changement de variable)

. Comment étudier la nature d’une intégrale généralisée II f(t) dtoul = [a,b] (resp. Ja,b))
a. Sifest prolongeable par continuité sur [a,b] alors II S(t) dt est faussement impropre
b. Si on sait trouver une primitive F de f sur I alors on étudie )lcirg; F(x) (resp. )lciraq F(x))
-[1 f(#) dt est convergente si, et seulement si, cette limite existe et est finie

c. Si fest positive sur I alors on la compare a une fonction g dont on connait la nature de 1’intégrale :
si L g(r) dt est convergente et si V¢ € I, 0 < f(r) < g(¢) alors II f(t) dt est convergente

si .[I g(?) dr est divergente et si V¢ € I, 0 < g(r) < f(¢) alors -[1 S(t) dt est divergente

d. Sifest négative sur I alors —f est positive sur I et le c. s’applique a —f
€. Sifn’est pas de signe constant sur I, on €tudie la nature de L[f(t)| dr

si .[Ilf(t)| dr est convergente alors -[1 S(t) dt est convergente (absolument)
si L[f(t)| dr est divergente alors on ne peut pas conclure avec ce critere !
f. Sif(r) dépend d’un entier naturel n (de la forme -[1 fn(2) dr)

alors on peut étudier la nature de I’intégrale grace a une relation de récurrence (apres IPP)

. Comment étudier la nature d’une intégrale généralisée II f(t)y dtoul =]a,b[
a. Si fest prolongeable par continuité en a et b alors II S(t) dt est faussement impropre
b. Si L f(#) dt est impropre en a et en b on ne traite jamais les deux probleémes en méme temps !
-on choisit un ¢ dans Ja, b[
-on étudie la nature de .[; f(t) dretde jf f(t) dt (cf 1.,Ja méthode peut étre différente pour chaque !)
-si les deux intégrales f: f(t) dtet f’: f(¢) dt sont convergentes alors II S(t) dt est convergente

si I’'une des deux (ou les deux !) est divergente alors -[1 f(#) dt est divergente

. Comment calculer une intégrale généralisée L ) de
-On prouve que .[I f(#) dt est convergente (cf 1.) (on le fait éventuellement en mé€me temps que le calcul)
-d’une maniere générale
-si L S(t) dt est impropre en b
alors on calcule | fo) dret | S di = lim [ 1) dt
-si -[1 f(t) dt est impropre en a
alors on calcule Ii f(t) dtet II fr) dt = )lciraq Ii ) dt
*si L S(t) dr est impropre en a et en b
alors on calcule d’une part I; S(¢) dt puis )lciraq I; S(¢) dt, d’autre part Ij ) de puis}l{ir;g Ij ) de

et [ f(t) dt = lim | "fe) dr + tim [ f(0) dr
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a. Si on sait trouver une primitive F de fsur I :
-si L S(t) dt est impropre en b alors II fl)ydt = lirbq F(x) — F(a)
*S1 -[1 S(t) dt est impropre en a alors II A1) dt = F(b) — linl F(x)
-si L S(t) dt est impropre en a et en b alors L fr) dt = lirgg F(x) — lim F(x)

b. A I'aide d’une intégration par parties
-si L S(t) dt est impropre en b
alors [ f(¢) dt = lim [ u(t)v'(@) dr = limu(0)v(x) — u(@)v(a) — lim [ u' (v (r) dr
-si -[1 f(t) dt est impropre en a
alors [ f(r) dt = lim | "ty (1) di = u(b)v(b) - Tim u(x)v(x) — lim | " (v(r) dr

c. Alaide d’un changement de variable et si on reconnait que () = u'(r)g(u(z))
on pose u = u(t) donc du = u'(t) dt
-si L S(t) dt est impropre en b alors II fr) dt = lirbq IZZ; g(u) du

esi L S(t) dt est impropre en a alors II f() dt = lim IZE;) g(u) du

d. ATlaide d’un changement de variable et si on donne le changement de variable u = ¢(7)
on doit trouver ¢ = ¢~ (u) et calculer dr = (1) (u) du

esi L f() dt est impropre en b alors II f(t) dt = )lcirbq 'fzg fo ') (™) (u) du
" R~ W) (0 () du

-si -[1 f(#) dt est impropre en a alors II fr) dt = g{‘r} IW)

. Comment étudier et calculer une intégrale généralisée roo f(t) dt si f est paire ou impaire
~+00 . . ~+00 -
—.[_w f(#) dt est convergente si, et seulement si, .[0 f(#) dt est convergente
-si fest paire et I;w f(¢) dt est convergente alors on calcule I;w f(t) dt et E: ft)yde =2 I;w ) dt
si fest impaire et jgw S(t) dt est convergente alors on calcule jgw Sf(t) dret Iiz flrydr =0

. Comment étudier une fonction définie par une intégrale f(x) = J‘bix; g(r) dt

-pour le domaine de définition

on détermine I’ensemble des x tels que g soit définie et continue sur [a(x),b(x)] ou [b(x),a(x)]
-pour les variations, il faut toujours penser que f(x) = G(b(x)) — G(a(x))

ou G est une primitive de g méme si I’on ne sait pas la déterminer

-pour les limites aux bornes du domaine de définition

il s’agit toujours d’une intégrale généralisée que I’on étudie et calcule (cf. 1., 2, .3, .4.)
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