Applications linéaires

| Application linéaire page 2

1. Définitions

2. Image et noyau d’une application linéaire page 3
3. Injectivité, surjectivité, bijectivité page 4
4. Composition des applications linéaires page 5

Il Matrice d’une application linéaire

1. Définition de la matrice d’une application linéaire

2. Ecriture matricielle de I’image d’un vecteur page 6

3. Opérations sur les applications linéaires et leurs matrices

4. Rang d’une matrice page 7
5. Equations de I’image et du noyau d’une application linéaire page 8
lll Changement de bases page 9

1. Action d’un changement de base sur la matrice d’un endomorphisme

2. Matrices semblables

IV Valeurs propres et vecteurs propres d’un endomorphisme page 10

1. Définitions

2. Famille de vecteurs propres

3. Endomorphisme diagonalisable page 11

F.Macé 2023-2024 BCPST 2C Cours Chapitre 14 page 1/12



I Application linéaire

1. Définitions

Déinition 1 Soit E et F deux espaces vectoriels et ¢ une application de E dans F.
@ est une application linéaire si, et seulement si, ¢ respecte la structure d’espace vectoriel :
o V(u,v) € E2, V(A1) € K%, o(Au+ uv) = Ao(u) + no(v)
o V(u,v) € E*>, VA e K, p(u+v) = o) + o(v) et p(Au) = Lo(u)
o V(u,v) € E2, Vi e K, p(Au+v) = Lo(u) + o(v)

Notation et vocabulaire
- Une application linéaire est aussi appelée un morphisme.

L’ensemble des apllications linéaires ou morphismes de E dans F est noté L(E, F).
- Une application linéaire de E dans K est appelée une forme linéaire sur E.

- Une application linéaire bijective est appelée un isomorphisme.
Si ¢ : E - F estun isomorphisme, on dit que E et F' sont isomorphes.

- Une application linéaire de E dans lui-méme est appelée un endomorphisme de E.

L’ensemble des endomorphismes de E est noté L(E).
- Un endomorphisme bijectif de E est appelé un automorphisme de E.

L’ensemble des automorphismes de E est noté GL(E).

Proposition 1 Soit E et F deux espaces vectoriels.
Si ¢ une application linéaire de E vers F alors ¢(0g) = OF.

Preuve Comme Vu € E, Vt € K, ¢(tu) = to(u), pour t = 0 on obtient : @(0g) = Op.

Exemples Dans K" :
-tous les exemples d’applications linéaires de K” dans K" vus en lere année
- K" > K, (x1,-,x,) Zx,- est une forme linéaire.
i=1
En algebre linéaire : soit £ un espace vectoriel.
- I’application identique de E, idg, est un automorphisme de E
- ’homothétie de rapport k (k € K) définie par : Vu € E, hi(u) = ku.
hy est un endomorphisme de E (automorphisme si k + 0)

Dans I’ensemble des matrices M, ,(K) :
- la transposition définie par M — ‘M est une application linéaire de M, ,(K) dans M, ,(K).
-soitA € M, ,(K). f: M » MA est une application linéaire de M ,(K) dans M, ,(K)

Dans des ensembles de fonctions :
- la dérivation des fonctions dérivables sur I définie par : Vf € D(I,R), d(f) = f.
d est une application linéaire de D(/,R) dans F(I,R).
- la primitivation des fonctions continues de R dans R définie par : Vf € C°(R), ®(f) : x » Ix A1)
dz. @ est un endomorphisme de C°(R).

- I'intégration : f jz f(¢) dt est une forme linéaire sur C°([a, b]).

Dans I’ensemble R des variables aléatoires réelles sur un univers Q :
- I’espérance mathématique est une forme linéaire sur R,
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2. Image et noyau d’une application linéaire

Définition 2 Soit E et F deux espaces vectoriels et ¢ € L(E, F).
L’image de ¢ est I’ensemble des images par ¢ des vecteurs de E. On note

Imp ={p) | ue Ey =p(E)etVve F,velmp © JucE | v=o¢u).

Le noyau de ¢ est I’ensemble des vecteurs de E qui ont une image nulle par ¢. On note
kerop = {u € E | o(u) = 0r} = ¢~ 1(0F).

Proposition 2 Soit E et F deux espaces vectoriels et ¢ € L(E, F).
Im ¢ est un sous-espace vectoriel de F.
On appelle rang de ¢ la dimension de Im ¢

ker ¢ est un sous-espace vectoriel de E.

Preuve -Ilestclairque Imp < Fetkerp c E
«Comme @(0g) = O, Op € FetOg € E
V', v) e Ime?, I(u,v) € E? | u' = pu)etv' = o)
donc VA € K, Au' +v' = o) + o(v) = p(Au+v) € Ime.
«V(u,v) € kero?, o(u) = (v) = 0 donc VA € K, ¢(Au+v) = Or et Au +v € kero.

Exercice 1 Montrer que I’application donnée est un endomorphisme.
Déterminer son noyau et son image.
(1) Dans E = R3[X], ¢ est défini par : p(P) = XP' — 2P.
(2) Dans E = C*(I) ou I est un intervalle de R, d est définie sur E par d(f) = .

Proposition 3 Théoréme du rang
Soit E et F deux espaces vectoriels de dimension finie et ¢ € L(E, F).
Si E est de dimension finie alors dim Im ¢ + dim ker¢p = dimE.
Autrement dit : rg ¢ + dim ker¢ = dimE.

Preuve (hors programme) : Soitn = dimE et B = (e1, -+, e,) une base de E alors
o(B) = (p(e1), -, p(e,)) est une partie génératrice de Im ¢.
Etudions I’indépendace linéaire de ces n vecteurs de F :

2 Aiple) = O & (D(Z/Iiez) =0F < D Aie; € kerg
i=1 i=1

i=1

ler cas : sikergp = {Og} (dim kerg = 0) alors D_A;0(e;) = Op © D_Aie; = O
i=1 i=1

et, comme B est une base de E, Vi € [1,n], A; = 0.
Ainsi, p(B) = (p(e1), -+, p(en)) est une partie libre et génératrice de Im ¢,
donc une base de Im¢ et dim Im¢ = n.

2e cas : sikergp = E (dim kerp = n) alors Vu € E, ¢(u) = Op et Im¢p = {0f}, dim Im¢ = 0.

3ecas:sikergp + {Og} etkerp + Ealors 1 < dimkerp =p <n-1.
Grace au théoreme de la base incomplete, on peut considérer que
B = (e1,:-,ex) est une base de E telle que (e, -+, e),) soit une base de ker ¢.
On montre que (¢(ep+1), -+, @(en)) est une partie libre et génératrice de Im ¢,
donc une base de Im¢ et dim Im¢ = n — p.
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3. Injectivité, surjectivité, bijectivité

Proposition 4 Soit E et F deux espaces vectoriels et ¢ € L(E,F).
-@ est injective si, et seulement si, kergp = {Og}.
- est surjective si, et seulement si, Im¢p = F.

Preuve ¢ estinjective & [V(x,y) € E2,p(x) = ¢(y) = x = y]

[
e [V(xry) € E2p(x) —p(y) =0 = x-y =0]
o [V(x,y) € E5px-y) =0=x-y=0]
o [Vze E,p(z) =0 = z=0] © kergp = {0g}.

Proposition 5 Soit E et F deux espaces vectoriels de dimension finie, p = dimE et n = dimF.
Soit ¢ € L(E,F). Alors
- est injective & rg(p) = p
- est surjective & rg(p) = n
- est bijective & rg(¢p) =p =n

Preuve D’aprés le théoreme du rang, dim Im ¢ + dim ker¢ = p.
- est injective & kerp = {0z} < dimkergp = 0 < dimImge = p
@ est surjective © Im@ = F < dim Im¢ = n car Im ¢ est un sous-espace vectoriel de F.
@ est bijective < ¢ est injective et ¢ est surjective < dimIme =p =n

Proposition 6 Soit ¢ est un isomorphisme de E vers F.
Alors son application réciproque ¢! est un isomorphisme de F sur E.

Preuve i faire en exercice.

Proposition 7 Si ¢ est une application linéaire injective de E sur F alors I'image d’une famille libre de E est
une famille libre de F.

Preuve Soit L = {xi,--,x,} une famille libre de E.
Montrons que f(L) = {f(x1),---,f(x,)} est libre :
Soit (A1,---,4,) € KP tel que A1f(x1) + -+ + A,f(x,) = 0.
Alors, comme f est un endomorphisme, f(A1x1 + -+ + 4,x,) =0
et comme fest injectif, A;x; + -+ + A,x, = 0.
Comme L est libre, A1 = --- = 1, = 0 donc f(L) est libre.

Proposition 8 Soit E et F deux espaces vectoriels de dimension finie et ¢ € L(E, F).
¢ est un isomorphisme de E sur F si, et seulement si, I'image d’une base de E est une base de F.
En particulier, dimE = dim F.

Proposition 9 Soit E et F deux espaces vectoriels de dimension finie et ¢ € L(E, F).
SidimE = dim F alors ¢ est injectif < ¢ est surjectif < ¢ est bijectif

Preuve Soitn = dimE = dimF. On sait que :
@ est injectif & kergp = {Og} < dimkergp =0
et @ est surjectif @ Im@p = F & dimIme = n
Or dim ker ¢ + dim Im ¢ = dim E donc ¢ est injectif < ¢ est surjectif.

Exercice 2 Soit E un espace vectoriel de dimension n. Montrer que E est isomorphe a K”.
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4. Composition des applications linéaires

Proposition 10 Soit E, F et G trois espaces vectoriels.
Sife L(E,F)etg € L(F,G)alors gof e L(E,G).

Exercice 3 Soit (f,g) € L(E)>. Montrer que : kerf = ker(g o f) & ImfNkerg = {0g}.

Il Matrice d’une application linéaire

1. Définition de la matrice d’une application linéaire

Proposition 11 Soit E et F deux espaces vectoriels de dimension finie p et n respectivement.
Une application linéaire fde E dans F est enticrement déterminée par la donnée des coordonnées

des images des vecteurs d’une base de E dans une base de F
Preuve Soit B = (ui,...,u,) une base de Eet B' = (vy,...,v,) une base de F.
P
Yu € E,3(x1,...,xp) € KP Ju = xquy +...4xpup, = D xjut;
1
P P
Dot flu) = fl Doxju; | = D x;f(u;) car f est linéaire.
=1 =1

Or,V j € |[1,p]], flu;) € Fdonc 3 (ayj,...,an) € K"/ fuy) = D ayv.
-1

Finalement, f est entierement définie par les réels (ay;) GelLalp]]"

On a en effet : f(u) =f(2p:xjuj> = Ep:xjf(uj) = Ep:xj(ia,-jv,-) = Xn:(ip:a,-jx,)v,-.
j=1 j=1 j=1 i=1 j=1

i=1

Définition 3 Soit E et F deux espaces vectoriels de dimension finie p et n respectivement.
Soit fune application linéaire deF dans F.
Soit B = (ui,...,u,) une base de Eet B' = (vy,...,v,) une base de F.
On appelle matrice associée a f relativement aux bases BB et B’ la matrice d’ordre (n,p), notée
Mat g 5 (f), définie par :

,f(uj) = é:a,-jv,-.

Autrement dit : La matrice Matg g (f) est la matrice dont la j-¢éme colonne est constituée des
coordonnées de f(u;) dans la base ', pour tout j de{1,---,p}.

Matgz (f) = (ai/')ie|[1,n]|,/e|[1,p]| o Vje|l,p]

Exercice 4 - Soit f I’application définie de R® dans R? par: f(x,y,2) = 2x—y+3z,x+y—2).
Donner la matrice de f dans les bases canoniques de R? et R
« Soit id I’application identique de K? dans K”, qui a tout u associe u.
Donner la matrice de id dans n’importe quelle base de K”.
- Dans R3[X], soitf : P~ P'. Donner la matrice de f dans la base canonique de R3[X].

Déinition 4 Soit A = (a;)ic1.0)jef1,0]] une matrice de M, , (K).
On définit I’application linéaire canoniquement associée a A par :

fiER = K etVj e [Lpll fle)) = Y age]
i=1

ou B = (er,-+,e,) et B' = (e}, +,e}) sont les bases canoniques de K” et K".
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2. Ecriture matricielle de I'image d’un vecteur

Soit E et F de dimension p et n et de bases B = (u1,...,u,) et B' = (vi,...,v,).
Soit fe L(E,F)etA = (a,-j)I.E|[Ln]|‘/.€|[1’p]| sa matrice f relativement aux bases B et B'.
Soit u un vecteur de E de coordonnées (x1,...,x,) dans la base B, on a donc u = Xp:x/'l/lj.
j=1
Soit (y1,...,y.) les coordonnées de f(u) dans la base B',on a donc f(u) = Xn:yiv,-.
P P P n n P o
Or f(u) zf(iju]) = ijf(uj) =YX (Zaijvi> = Z(Zaijxj>v,-, donc par identification:
j=1 =1

j j=1 i=1 i=1 \_j=1

Y1 =anxy+ - +apxp

Vie{l,...,n},y = Xp:a,-jxj ou encore :
i VYo = AniX1+ o+ + AppXp
yi X1
En posant Y = : , X = : etA = (a"f)(iJ)el[l,n]|x|[1,p]| onaY =AX
Yn Xp
Proposition 12 Soit E et F deux espaces vectoriels de dimension finie p et n respectivement.

Soit B = (uy,...,u,) et B = (vi,...,v,) des bases de E et F respectivement.
Soitfe L(E,F)etA = (ai]-)l.E'[1 el )] 2 matrice dans les bases B et B'.

Soit X la matrice colonne des coordonnées d’un vecteur u de E relativement a B et Y la matrice
colonne des coordonnées d’un vecteur v de F relativement a B’

Alorsv = f(u) & Y = AX

3. Opérations sur les applications linéaires et leurs matrices

a. Somme

Soit E et F deux espaces vectoriels de dimension finie p et n respectivement.
Soit B = (uy,...,u,) et B' = (vi,...,v,) des bases de E et F respectivement.
. 2 A — (. — (b ;
Soit (f,g) € L(E,F)*, A = (a’/)iel[l,n]|JE|[1,p]| etB = (b’/)iel[l,n]|JE|[1,p]| les matrices de fetde g
relativement aux bases B et B'. Alors
A+B=Mpp(f+g) = Mpgp(f) + Mgg(g)

b. Produit par un scalaire

Soit E et F deux espaces vectoriels de dimension finie p et n respectivement.
Soit B = (uy,...,u,) et B = (vi,...,v,) des bases de E et F respectivement.
Soit fe L(E,F)etA = (a,-,-)l.e'[1 alielp]] S matrice f relativement aux bases B et B'.

Alors 1A = MB’B’()UJL) = A’MB,B’(]‘)'

C. Produit et composée

Soit E, F, G trois espaces vectoriels de dimension finie p, n, m.

Soit B = (u1,...,up), B' = (vi,...,va) et B" = (wi,...,wy) des bases de E,G et G
respectivement.

Soitf e L(E,F),g € L(F,G)eth=gof.

Soit A = (@) ict ey = Mo D> B = (0 iqpmyjepim = Mg (8) et

C = Cidigpmgenpy = Mo (h)-

Alors C = BA & Mpgpi(gof) = My g (g) x Mg (f)
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d. Puissances
Soit E un espace vectoriel de dimension finie n, de base B = (uy,...,un).
Soitfe L(E)etA = (a;) el S2 matrice relativement a la base B.
Onnote f* = idgetVk € N, f* =fofo...of
alors AF = Mp(f*) = Mp(Hk

e. Inverse et réciproque

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n, de base B = (u1,...,un).
Soitfe L(E)etA = (aj) e S matrice relativement a la base B.
Alors A est inversible si, et seulement si, fest un automorphisme de E
etdanscecas: A~ = M)~ = Mp(f )

Remarque SoitA € M, (K).
Par définition, A est inversible & 3B € M, (K) telle que AB = BA = T7,,.
Montrons que A est inversible < 3B € M ,(K) telle que AB = Z,, :
Soit (A,B) € M ,(K)? telles que AB = T,,.
Soit fet g les endomorphismes canoniquement associés a A et B respectivement.
On a alors fo g = id donc Vu € K", f(g(u)) = u et donc fest surjective.
Comme fest un endorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie, f est donc bijective.
fest alors un automorphisme de E donc A est inversible et A™! = Mpg(f ).
Comme AB =7Z,, B=A"!etdonc BA = I,.

Proposition 13 - Soit E et F deux espaces vectoriels de dimension finie.
Soitp = dimEetn = dimF.
Soit B = (ui,...,up) une base de E et B' = (vi,...,v,) une base de F.
L’ application qui a toute application linéaire f associe sa matrice relativement aux bases B et B’
est un isomorphisme de L(E, F) dans M,,,(K).

- Soit E un espace vectoriel de dimension finie n de base B = (u1,...,up).
L’application qui a tout endomorphisme f associe sa matrice relativement a la base B est un
isomorphisme de £(E) dans M, (K).

- Sa restriction a GL(E) (automorphismes) définit un isomorphisme de GL(E) dans I’ensemble des
matrices inversibles de M, (K).

Preuve a faire en exercice.
Remarque On en déduit que dim £L(E, F) = dimM,,,(K) = np et dim L(E) = dim M ,(K) = n>.

4. Rang d’une matrice

Définition 5 SoitA € M, ,(K). On appelle rang de A, noté rg(A), le rang de I’application linéaire de K”
dans K" dont la matrice canoniquement associée est A.

Proposition 14 SoitA € M,,,(K)
alors rg(A) = rg('A) = rg(Ci(A),...,Cy(A)) = rg(Li(A),...,L.(A))
Le rang de A est aussi le nombre de pivots de la matrice échelonnée issue de A.

Proposition 15 Soit A € M ,(K) alors A est inversible si, et seulement si, rg(A) = n.

F.Macé 2023-2024 BCPST 2C Cours Chapitre 14 page 7/12



5. Equations de I’image et du noyau d’une application linéaire

Soit E et F deux espaces vectoriels de dimension finie p et n,
de base B = (ui,...,u,) et B' = (vi,...,v,) respectivement.

» n y1i = anxi+...+apxp
Soit fe L(E,F) définie par : f(O_xju;) = Y y;v; avec :
s ! Yo = amXi+...4+anpxp
ai ... dip
alors M (f) =A = | = (ai)idnlell1 2]
anl Anp

Rappels -f(B) = (flu1),....flup)) = (Ci(A),---,C,(A)) est une partie génératrice de Imf.
v elmfe Jue E | f(u) =vautrement dit :

n p n
Zy,-vi € Imf o I(xy,--,x,) € KP | f(ijuj) = Zyiv,-
=1 i=1

i=1
aiy ... Cllp yVi

< (5): : : admet des solutions

Anl ... App | Y

«u € kerf < flu) = 0p

Pour la recherche d’équations de Imf et de ker f on utilise la méthode du pivot de Gauss pour
échelonner le systéme (S).On aboutit & un systéme (S') équivalent a (S) :

/ 1 -~ 0

I '
A1 alp
(S’) : 0 1 alr(r+1) e a,(r+1)p ylr
0 -+ 0 0 .. 0 v
0 -+ 0 0O - 0
\ o)

On en déduit facilement que :
-v € Imf < les n — rrelations de compatibilité sont vérifiées ce qui fournit les n — r équations de Imf

! !
X1 = (@ apyXren Fo. A HXp)
-u € kerf & R ce qui fournit des équations de kerf.
— ! /
Xy = _(ar(rJrl).errl +... +a(r+1)pxl7

-r8(f) = rg(A) = rg(fur),....flup)) = rg(Ci(A), -, Cp(A)) =r
-(fuy),...,f(u,) est libre et génératrice donc une base de Imf.

1 -1 2 -1
Exercice 5 Soit f € L(R”,R") de matrice M = 0 -10 2 dans les bases canoniques.
1 2 2 -7

Déterminer n et p ainsi que des équations et des bases de Imf et kerf.
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lll Changement de bases

1. Action d’un changement de base sur la matrice d’un endomorphisme

Soit E de dimension n, f€ L(E).

Soit B et B' deux bases de E et P la matrice de passage de Ba B '.

Soit A = Matg(f) et A" = Mat ;. (f).

Soitu € E, X = Matp(u), X' = Mat gz (u).

Soitv € E, Y = Matg(v), Y = Matz(v).

AlorsX=PX & X =P X, Y=PY oY =P'Y

Onav=fu) © Y =A'X etaussiv = flu) © Y = AX.

OrY=AX & PY =APX' douY =A'X o Y = P'APX etdonc A' = P7'AP.

Proposition 16 Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et f € L(E).
Soit B et B'deux bases de E, P la matrice de passage de Ba B’
SoitA = Mp(f) etA' = My (f) alorsA' = P7'AP.

Exercice 6 Rappeler la base canonique C3 de R3[X].
Soit B =(1,X — 1,(X — 1)2,(X — 1)3). Justifier que B est une base de R3[X].
Soit ¢ I’application définie par : VP € R3[X], ¢(P) = Qou Vx € R, Q(x) = P(x+ 1) — P(x).
Montrer que ¢ est un endomorphisme de R3[X] en donner sa matrice dans Cs.
Déterminer la matrice de ¢ dans la base B.

2. Matrices semblables

Définition 6 Soit A et B deux matrices de M ,(K).
On dit que A et B sont semblables si, et seulement si :

il existe une matrice inversible P de M, (K) telle que B = P~'AP.

Proposition 17 Deux matrices de M, (KK) sont semblables si, et seulement si, elles sont les matrices d’un
méme endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension #n dans des bases différentes.

Preuve i faire en exercice.

3 01 300
Exercice 7 SoitA = 2 11 etB = 011
-1 11 0 01

Montrer que A et B sont semblables.
Proposition 18 Soit A et B deux matrices semblables de M ,(K) alors rg(A) = rg(B)
Preuve Elles sont associées 2 un méme endomorphisme.

Proposition 19 Si A, B et P sont trois matrices de M ,(K) telles que :
P soit inversible et B = P7'AP alors : Vk € N, Bf = P71A%p.

Preuve i faire en exercice.
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IV Valeurs propres et vecteurs propres d’un endomorphisme

1. Définitions

Définition 7 Soit E un espace vectoriel, f € £(E) et A € K.

Remarque

Exercice 8

A est valeur propre de f's’il existe un vecteur non nul x de E tel que f(x) = Ax.

x est alors appelé vecteur propre de f associé a la valeur propre A et I’espace vectoriel
E, = ker(f— Aidg) est appelé le sous-espace propre de fassocié a la valeur propre A.

L’ensemble des valeurs propres de f est appelé le spectre de f et noté Sp(f) ou Spec(f).

- la condition x # 0 est essentielle sinon tout scalaire A serait valeur propre !
- A est valeur propre de f < f— Aidg n’est pas injectif (ker(f — Aidg) + {Og}).

Soit E = C°(R) et ¢ I’application qui a f de E associe la primitive de f qui s’annule en 0.
Montrer que ¢ est un endomorphisme de E et déterminer les éléments propres de ¢.

2. Famille de vecteurs propres

Proposition 20 Soit E un espace vectoriel et f € L£(E).

Preuve

Soit E; un sous-espace propre associé a une valeur propre A de falors dimE; > 1.

E; = ker(f— Aidg) est un sous-espace vectoriel de E non réduit a {Og} donc de dimension au
moins égal a 1.

Proposition 21 Une famille finie de vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes est libre.

Preuve

Autrement dit : soit E un espace vectoriel et f € L(E).

Soit A1, -+, A, p valeurs propres deux a deux distinctes de fet xy,---,x, p vecteurs propres associés
respectivement aux valeurs propres A1, -+, 4,

Alors la famille (x1,---,x,) est libre.

Montrons le par récurrence sur p.
Si p = 1 alors comme (x;) est une famille libre de F car x; # Og

Supposons que si x1, -+, X, sont p vecteurs propres associés aux valeurs propres distinctes
A1, -+, Ap de falors (xq,---,x,) est libre.
Soit x1, -+, xp1 p + 1 vecteurs propres associés aux valeurs propres distinctes A1, -+, A,41.
Montrons que (x1, -+, Xp,Xp+1) est libre :

p+1 p+l

Soit (%) D_axxx = O en composant par f et par linéarité de f, on obtient Y axf(xx) = O et,

k=1 k=1
p+l

comme Vk € |[1,p + 1]|, f(xk) = Awxx, on obtient aussi (1) D ardixk = Of.
k=1

p+1

En multipliant (%) par 4,1, on obtient (€2) Y Apriaxxk = Og.
=1

P
En effectuant la différence (1) — (€2), on en déduit que Y ax(Apr1 — Ax)xx = Op.
=1

Comme (xi,---,x,) estlibre, Vk € |[1,p]

N Clk(ﬂpﬂ - lk) = 0
Comme les valeurs propres sont distinctes deux a deux, Vk € |[1,p]
Vk € |[1,p]|, ar = 0.

Il reste api1xp41 = O avec xp41 # O donc a, = 0.

, Aps1 — Ax # 0 donc
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Conséquence Soit E un espace vectoriel de dimension finie 7.
Un endomorphisme f'de E possede au plus n valeurs propres distinctes.

Preuve Dans un espace vectoriel de dimension finie 7, une famille libre a au plus n éléments.

Si I’endomorphisme f de E possede p valeurs propres distinctes alors, avec les notations de la
proposition, (xi,---,x,) est libre donc p < n.

Proposition 22 Une famille finie obtenue par juxtaposition de bases de sous-espaces propres associés a des
valeurs propres distinctes est libre.

Autrement dit : soit £ un espace vectoriel et f € L(E).

Soit A1, -+, A, p valeurs propres deux a deux distinctes de u.

Soit By, -+, B, des bases des sous-espaces propres E;,, -+, E, respectivement.
Alors la famille 7 = B; U --- U B, est une famille libre de E.

P
De plus, si E est de dimension finie alors Z dimE;, < dimE.
k=1

3. Endomorphisme diagonalisable

Définition 8 Soit E un espace vectoriel de dimension finie.
Un endomporphisme f de E est dit diagonalisable si, et seulement s’il existe une base de E
constituée de vecteurs propres de f.
Autrement dit, f est diagonalisable si, et seulement s’il existe une base B = (x,),e; de E et des
scalaires (1,,) _, tels que Vn € I, flxy) = Aixx.

nel

Exemple Toute homothétie de E est diagonalisable et admet pour seule valeur propre son rapport.

Proposition 23 Soit E un espace vectoriel de dimension 7, 5 une base de E, f un endomorphisme de E de
matrice A relativement a la base Bet 4 € K.

-/ est valeur propre de A si, et seulement si, A est valeur propre de f

-un vecteur x de E est vecteur propre de f associé a la valeur propre A si, et seulement si, la matrice
colonne X des coordonnées de x dans la base est vecteur propre de A associé a la valeur propre A.

Preuve Conséquences des définitions.

Proposition 24 Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et f € £(E).
Soit Sp(u) = {A1,---,A,} I’ensemble des p valeurs propres de f.

14
Alors f est diagonalisable si, et seulement si, Zdim E; =n.
=1

)4
Preuve -Montrons que si D_dimE;, = n alors fest diagonalisable :
k=1

soit By, -+, B, des bases des sous-espaces propres E;,, -+, E, respectivement.
On sait déja que la famille 7 = B; U --- U B, est une famille libre de E.

)4
De plus, cardF =) dimE,, = n donc F est une base de E.

k=1
p

-Réciproquement, montrons que si f est diagonalisable alors D _dimE;, = n :
k=1

si f est diagonalisable alors il existe une base 3 de E constituée de vecteurs propres de f.

Si BB contient i vecteurs propres associés a la valeur propre A, alors ces iy vecteurs sont
linéairement indépendants car ils font partie d’une base.

Ces i, vecteurs forment une partie libre de £, donc iy < dimEj,
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P P
On en déduit que cardB = Y ix < Y dimEjy,.
[ [

Enfin, comme la juxtaposition des bases des sous-espaces propres E;, est une famille libre,

P P
on aaussi, Y dimE,, < n. Onabien ) dimE,, = n.
k=1 k=1

Proposition 25 Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et f € £(E).
Si f possede n valeurs propres deux a deux distinctes alors f est diagonalisable.Soit P

Preuve Comme les sous-espaces propres sont tous de dimension au moins égale a 1, si f posseéde n valeurs
propres deux a deux distinctes alors les n sous-espaces propres sont tous de dimension égale a 1 et
la réunion des bases de ces n sous-espaces propres est une base de E.

Exercice 9 Soit E = R3[X] et fI’application définie par : VP € E, f(P) = (X>*-1)P' — (3X + 1)P.
Montrer que f est un endomorphisme de E.
Déterminer les éléments propres de f.
L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?
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