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| Produit scalaire

1. Définitions

Rappel R”, muni de 1’addition et du produit par un scalaire, est un espace vectoriel de dimension 7.

La base canonique de R" est C, = (ei1,e2,...,€,) ol
e1 = (1,0,...,0),e, = (0,1,0,...,0),...,e, = (0,0,...,0,1)

n
Pour tout vecteur u de R”, 3(x1,...,x,) | u = Y xe;.
=1

Définition 1 Pour tous vecteurs u et v de R”, le produit scalaire de u par v est le nombre réel noté (u,v), u v,

(u[v) ou (ulv) défini par : siu = (x1,...,X,) €tv = (Y1,...,yn), (U, V) = DXV
i=1

Ecriture matricielle du produit scalaire :

Soit X et Y les matrices colonnes des coordonnées des vecteurs u et v respectivement dans la base C,,
alors u - v ='XY.

Proposition 1 Le produit scalire est une forme bilinéaire symétrique positive :
V(u,v) € R")?, (u,v) € R (forme)
Y(u,v,w) € (R, V(4 n) € R?, (Au+ pv,w) = Mu,w) + u{v,w) (bilinéaire)
V(u,v) € (R"?, (u,v) = (v,u) (symétrique)
Vu € R", {u,u) > 0 (positive)

Définition 2 On appelle norme euclidienne d’un vecteur u de R” le réel ,/(u,u) .

n
Siu= (x1,...,x,), onnote |lul = J(uu) = [D x7.
Vi

Un vecteur u de R” est dit unitaire si, et seulement si, ||u| = 1

Remarque |u| =0 < u = 0. Eneffet, ) x? =0 < Vi e |l,n], x;=0
i=1

Exercice 1 Dans R*, soitu = (1,2,3,4) etv = (1,—1,1,-1). Calculer (u,v), |ull et ||v].
2. Propriétés

Proposition 2 Inégalité de Cauchy-Schwarz : V(u,v) € (R")?,
De plus, [(u,v)| = [lul|[|v]| < u etv sont colinéaires.

()] < el {lv ]l

Preuve comme le carré scalaire de tout vecteur est positif, on a :
VAeR, (Au+v,Au+v) >0
& VA e R, A2 ul*+2Au,v) + [[v]|* = 0
o A=4uv)’ = llul*[v]*) <0
& )’ < ul?v]?
& Kuv) < llullv]
De plus, [(u,v)| = [Jul/|v]| & A=0
& A?u||? + 2Au,v) + ||v]|* = 0 admet une unique racine A = —%
u

Comme, ||u|| =0 © u =0,

w,vy| = llulllv] @ 3A e R | Au+v=0
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Proposition 3 Inégalité triangulaire : V(u,v) € (R™)?, [[u+v| < |lull + v
Preuve |u+v||* = w+v,u+v) = |lull*+2u,v)+ |v]*
2 2 2
Or (u,v) < Ku,v)| < [l vl donc flu+v |~ < [l ™+ 2{ulIv] + V]

c’est-a-dire ||u + v||* < (JJull + |v]D>.

3. Orthogonalité

Définition 3 Soit u et v deux vecteurs de R".
On dit que u et v sont orthogonaux, et on note u L v, si, et seulement si, (u,v) = 0

Proposition 4 Toute famille de vecteurs de R”, non nuls et deux a deux orthogonaux, est libre

Preuve Soit F ={uy,---,u, une famille de p vecteurs de R", non nuls et deux a deux orthogaonaux.
Montrons que F est libre.
Soit (ai,---,ap) € R? | aju; + ---apu, = 0 alors, pour tout i de |[1,p]
Or V(i,j) € |[1,p]|2, i #j = (ui,u;) = 0 onen déduit que : Vi € |[1,p]|, ai(ui,u;) = 0.
Enfin, comme u; #+ 0, {u;,u;) # Oetdonc Vi € [1,p], a; = 0.

, {aruy + --apup,u;y = 0.

Proposition 5 Théoreme de Pythagore
Vuv) e R, utve lutv]® = llu]®+[v]?

Preuve en exercice

4. Bases orthonormales

1sii=j

Définition 4 B = (uy,---,u,) est une base orthonormale de R" < V(i,j) € |[1’”]|2’ (uisuj) = { Osii+i
Sii#]

Exemple La base canonique de R” est une base orthonormale

Proposition 6 admis
Tout sous-espace vectoriel de R” admet une base orthonormale

Exercice 2 Dans R*, soitu = (1,1,1,1),v = (0,1,0,1),w = (0,0, 1,0) et E = vect(u, v, w).
Montrer que B = (u,v,w) est une base de E.
vect(a) = vect(u)

Construire une base orthonormale (a, b, c) de E telle que .
vect(a,b) = vect(u,v)

Remarque Le produit scalaire et la norme se calculent de la méme maniére dans toutes les bases orthonormales
n n
de R". En effet, soit B = (uy,--,u,) une base orthonormale de R", u = Y _x;u; et v = Y_ y;u; deux
i=1 =1
vecteurs de R".

n n n o n n 1 Sll :j
Alorsu - v = <Zx,-u,-,2yjuj> = Zinyj(u,-,uj> = Zx,-y,- car <M,‘,Mj> = .
i=1 j=1

i=1 j=1 i=1 Osii+j

Proposition 7 Soit C, la base canonique de R" et B = u, -+, u, une base orthonormale de R”"
Soit P la matrice de passage de C, a B alors ‘PP = I,.

F.Macé 2023-2024 BCPST 2C Cours Chapitre 15 page 3/12



Preuve Soit M ='PP = (mij)(i’i)eul’n”z etP = (pi]')(i’i)E'[l’n]'z, alors V(i,j) € |[1,n]|2, my = Y prpi-
k=1

Oru; = )_puex etu; = 3 pyeq done (u;,u;) = <2Pki€k,zpcj€c> = D> pupler e).

k=1 (=1 k=1 (=1 k=1 (=1

Comme {(ex,e() = 1sik = let O sinon, {u;,u;y = >_pupiy = mj.
ps

Enfin, comme (u;,u;) = 1sii = jet0sinon, V(i,j) € |[1,n]|*, m; = 1sii = jet0 sinon.

Proposition 8 : Théoréme spectral
- Deux vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes d’une matrice symétrique réelle
sont orthogonaux.
« Toute matrice symétrique réelle est diagonalisable dans une base orthonormée.

Preuve Ce théoreme est admis

Il Projection orthogonale

1. Orthogonal d’un sous-espace vectoriel

Définition 5 Soit F un sous-espace vectoriel de R”.
L’orthogonal de F, noté F*, est I’ensemble des vecteurs orthogonaux a tous les vecteurs de F.

Fr={ueR" | VveF uv)y=0}.

Proposition 8 Soit F un sous-espace vectoriel de R" alors
«F* est un sous-espace vectoriel de R".
FNFH = {0p}.
Vu € R", AWup,up:) € FxF* | u = ur+ up:.

Preuve -Par définition F+ < R”
Vv € F, {Or+,v) = 0 donc Op» € F*
V(u,u') €e F2, VA e R, Vv e F, (Au+u',v) = Mu,v)+{u',v) = 0donc Au+u' € F*.
Soitu € FN F*alors (u,u) = 0 donc u = Og-.
Soit p = dimF, (u1,---,u,) une base orthonormale de F que I’on complete en une base
orthonormale (u1,---,u,) de R".

n 14 n
Alors, Vu € R”, Fl(x1,+,x,) € R" | =D xju; = D xiui + Y, Xill;.
i=1 i=1 i=pt1
P n
En posant ur = Y xju; etup: = »_ xju;, onabien (up,up:) € Fx F*etu = up + up:.
i=1 i=p+1

Montrons 1’unicité : supposons que :3(ur,upr) € F x F* et
I(up,up) € FXF* | u=up+up: = up+ 'y

alors up — up = tps —upr € FNF*donc ur —up = up. —upr = Open €t up = Up, Upr = up..

Exercice 3 Dans R*, soit F = {(x,y,z,¢) € R* | x+y = 0}.
Déterminer I’orthogonal de F.

2. Projection orthogonale de R”

Définition 6 La projection orthogonale de R” sur F est I’endomorphisme p de R" défini par :

Vu € R", IWup,upr) € Fx F* | u = up+ up: alors p(u) = up.
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Remarque

Montrons que p est bien un endomorphisme de R” : V(u,v) € R", VA € R

INup,upr) € FxF* | u=up+up et A(vp,vpr) € FXF | v=vp+vp

donc Au+v = Aurp +up:) +vep+vpe = (Aup+vr) + (Aup + vps).

Comme Aup+vp € Fet Aup: +vpe € FY, p(Au+v) = Aup + vy = Ap(u) + p(v) donc p est
linéaire.

De plus, Vu € R", p(u) = ur € R" donc p est bien un endomorphisme de R".

Proposition 9 Soit F un sous-espace vectoriel de R” et p la projection orthogonale de R” sur F. Alors :

Preuve

*Pep=p
Imp = F
‘kerp = F*+

«Vu € R", IWup,upr) € Fx F* | u = up+ up: alors p(u) = ur donc p(p(u)) = ur = p(u).
+ Soit v € R".

velmp & JueR" | v=pu)orp(u) =ur € FdoncImp c F.

Soitv € F alors p(v) = v € Imp donc F < Imp.

Soitu € R" alors A (up,up:) € FxF* | u = ur+ up:.
ueckerp©pu)=0s ur=0 u=up doncu € kerp & u € F*.

Proposition 10 Soit F un sous-espace vectoriel de R" et (u, -+, u,) une base orthogonale de F.

Preuve

Remarque

Exercice 4

Exercice 5

La projection orthogonale de R" sur F est définie par : Vu € R", p(u) = Z <<: ”; >>
i=1 Iy

n - <M, l>
Soitu € R", onposeuF—Z<u =

vj e I[L.p]l <u—uF,u,->=<u Zlf”””lé ,,u,->=<u,u,> 2<<”h”’>>< ty).

Or (u;,ujy = 0sii # jcarlabase (u1,---,up,) est orthogonale donc
o (u,ui) (u, uj)

Ui, Uj) = Ui, U;
; <1/l,‘,1/l,‘>< /> <u]’u]>< J />
et Vj € |[Lp]|, (u—ur,u;) = (u,u;j) —(u uj) = 0.Onabienu —up € F*.
(u,ui)
(Wi ui)

u;, on a bien ur € F. Montrons que u — ur € F~* :

Ainsi, Yu € R", M—MF+MFLOUMF—Z ui € Fyupr = u—urp € F*

(,ui)
=R

etp(u) = ur =

NME

p

Si B = (u1,---,u,) est une base orthonormale de F alors Vu € R”, p(u) = D {u,u;)u;.
i1

Dans R?, soit F = {(x,y,z,t) € R* | x+y = 0}.
Déterminer le projeté orthogonal du vecteur u = (1,1,1,1) sur F.

Dans R*, soit F = {(x,y,z,t) € R* | x+y = 0}.

Soit p la projection orthogonale de R* sur F.

Déterminer la matrice de p dans la base canonique C4 de R*.

lére méthode : soit u € R*, exprimer les coordonnées de p(u) en fonction de celles de u.

2e méthode : déterminer une base orthonormale B de R* constituée de vecteurs propres de p puis
utiliser la formule de changement de bases pour la matrice d’un endomorphisme.
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3. Distance dans R”

Définition 7 On appelle distance entre deux vecteurs u et v de R” le nombre réel positif |u — v||.

Exercice 6 dans R*, calculer la distance entre u = (1,1,1,1) et v = (0,1,0,1).

Définition 8 Soit F un sous-espace vectoriel de R” et u un vecteur de R”.
On appelle distance de u a F la borne inférieure des distances de u aux vecteurs de F.
Autrement dit : d(u, F) = inf{|lu—v|| | v € F}.

Proposition 11 Soit F un sous-espace vectoriel de R” et p la projection orthogonale sur F. Alors
Soiru € R", d(u,F) = |ju—p(u)||
Soitu € R", Vv e F, |lu—v| =du,F) < v =pu).

Preuve par définition, d(u, F) = inf{|lu —v| | v € F}.
Comme u = p(u) + (u—pu)),
Vv e F, [lu—v|® = Ip) — v+ (u—puw)|*
= Ip@w) = vII> + llu = p) |* + 2(p () = v,u = p(u))
or, p(u) —v € Fetu—p(u) € F+donc (p(u) —v,u—p(u)) =0
et VveF, [lu=v|® = lpw) —v|*+ |u-pw)|?
On en déduit que |lu — v||* est minimum lorsque ||p(x) — v|| = 0 soit v = p(u).
ainsi d(u, F) = |lu—pu)| etVv € F, |lu—v| = du,F) < v = p(u).

Exercice 7 Dans R*, soit F = {(x,y,z,¢) € R* | x+y =0}etu = (1,1,1,1). Calculer d(u,F).

Il Eléments de géométrie affine dans le plan

1. Vecteurs du plan

a. Colinéarité

— —
«Si =0o0u?V = 0 alors @ et vV sont colinéaires
- etV sont colinéaires © IL e R | V = Au

- 231 — V1 ..
U = etv = colinéaires <
u V2

b. Orthogonalité

Ui Vi
U= < > etV = ( > sont orthogonaux < (i, V) = 0 < ujvy + uzvy =
u V2

c. Norme d’un vecteur

. u
soit u = ( ) est |7 = ‘/(7,7> = Ju} +u3
17%)

d. Distance entre deux points
Soit A(ai,az) et B(b1,b>) deux points.
b 2 2
Alors d = AB = ||AB || = ‘/(bl —a1)"+ (b —az)

up vi

uy vy

‘ZO@M]VZ—LQ\H =0
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2. Droites du plan

a. Représentation d’une droite définie par un point et un vecteur

. . . ui

Soit D la droite passant par A(a, b) et de vecteur directeur 7 =
uz

—
alors D est I’ensemble des points M(x,y) tels que AM et i soient colinéaires :

P . L. X =a+ /"tul
- une représentation paramétrique de D : ,AeR
y=>b+ Au
2 . , . X—a Uu
- une équation cartésienne de D : b =0 uwx—-a)-u1(y—-b)=0
y=>b us

b. Représentation d’une droite définie par deux points
Soit D la droite passant par deux points distincts A et B

—
alors D est définie par le point A et le vecteur directeur # = AB (cf ci-dessus)

C. Représentation d’une droite définie par un point et un vecteur normal

. . . ni

Soit D la droite passant par un point A(a, b) et de vecteur normal 7 =
ns

. —
alors D est ’ensemble des points M(x,y) tels que <n,AM> =0enx-a)+nmly->b)=0

d. Eléments caractéristiques d’une droite

. . 3 . . X =a+ Au
- Soit D la droite de représentation paramétrique ,AeR
y=>b+ Au
. u
alors D passe par A(a,b) et admet pour vecteur directeur U =
Uz

+ Soit D la droite définie par une équation cartésienne ax + by = ¢

b
alors D admet pour vecteur directeur 7 = et pour vecteur normal 77 =

—a b
e. Intersection de deux droites

— —
- Soit D et D' deux droites de vecteurs directeurs % et u' , de vecteurs normaux 7 et n'

respectivement
— —

alors D et D' sont sécantes < 1 et ' sont non colinéaires < 77 et ' sont non colinéaires.
«SoitDe eux droites d’équations ax =cetax = ¢ respectivement alors
Soit D et D' deux droites d’équat + by ta'x+b'y = t t al

a b ax+by =c

D et D' sont sécantes < o # 0o , , , est de Cramer
a b ax+by=c

Dans ce cas, DND' = {M(xo,y0)} ot (x0,y0) est I'unique solution du systeme.

, . a b
D et D’ sont paralleles < =0.
a b
Exercice 8 1) Soit le point A(5,7)et la doite A d’équation 2x +3y+7 = 0
Déterminer une équation cartésienne de la droite D passant par A et perpendiculaire a A.
2)SoitD:2x+5y—-10=0etD' : (A, W) ou A(-1,2) et ¥ = (3,2). Déterminer DN D'.
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3. Projection orthogonale du plan

a. Projeté orthogonal d’un point sur une droite
Soit un point My, D une droite et H le projeté orthogonal de My sur D
+ Soit D d’équation ax + by = c.

HeD 5 a
alors H est tel que MoH = d(My,D) < 3 oun = .

MoH = i1 b

- Soit D passant par A et de vecteur directeur 7.
—
— <AM 05 M> R
alors H est tel que AH = ————
(u,u)

b. Distance d’un point a une droite

Soit un point Mo (xo,y0)

- Soit D d’équation ax + by = ¢ alors d(Mo, D) = laxo + byo —c|

Ja? + b?
X . . X =a-+tu
+ Soit D représentée par reR
y=0>b+tup

alors d(My, D) = inf{”WM” | M e D} ou |[MoM|? = (a+ tu, —x0)* + (b + tus —yo)2

Exercice 9 Soit A, B et C trois points non alignés du plan.
— — — — — —
Démontrer que pour tout M du plan on a<MA,BC > + <MB, CA> + <MC,AB> =0

. . . . . é _)
Soit H le point d’intersection des hauteurs issues de B et de C. Montrer que <HA,B > =0.

En déduire que les trois hauteurs du triangle ABC sont concourantes.

4. Cercles dans le plan

a. Equation d’un cercle
« Soit C le cercle de centre Q(a,b) de rayon R alors M(x,y) € C <
OM =R & (x—a)*+(y—-b)* = R?
« Soit C le cercle de diametre [AB] alors M € C <
— ——>
(AM.BM) = 0 & (x—xa)(x—x5) + (= y4) (= y3) = 0

b. Représentation paramétrique d’un cercle

2 _ 2
Soit C le cercle de centre Q(a,b) de rayon R alors M(x,y) € C ( X I_Q a) 4+ ( Y R b ) =1

) . o x =a+ Rcost
Une représentation paramétrique de C est alors - ,te R
y = b+ Rsint

c. Eléments caractéristiques d’un cercle
Soit £ = {M(x,y) | x> +y?>+ax+by+c = 0}.

2 2 2 2
242 _ a b\ _ oo g- a-+b”—4c
xX“+y +ax+by+c=0< (x+ 2) +(y+ 2) doud 0
Sid<OQalorsE=0
C _ _a _b
Sld—Oalorsé’—{Q< g, 2)}
Sid > 0 alors £ est le cercle de centre Q(—%,—% et de rayon R = Jd
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Exercice 10 Déterminer une équation du cercle C de diamétre [AB] ou A(3,1) et B(7,—-1)
Déterminer ’ensemble E = {M(x,y) | x> +y?> -6y —8x+10 = 0}
Déterminer CN E

Exercice 11 Soit D d’équationx +3y—4 =0
et (Cr),.g la famille de cercles d’équation x> + y> — 6y + k = 0.
Déterminer I’intersection D et des cercles Cy en discutant suivant les valeurs du réel k.

IV Eléments de géométrie affine dans I’espace

1. Vecteurs de I’espace

a. Colinéarité
¢ - 7 - = sl
«Siu = 0ouv = 0 alors u et v sont colinéaires
7 etV sont colindaires » IL e R | V = AW

ui Vi
- — .. ur vi upr vi U v2
U = Us etv = Vo sont colinéaires < = = =0
U Vo us vj3 us vj3
uj V3
b. Orthogonalité
Uy Vi
W=| u |etv=]| v, |sontorthogonaux < (#,V) =0 & u1vi+usvs+uszvs =0
usj V3
c. Coplanarité
U,V et w sont coplanaires < (i, V, W) est liée & rg(u,V,w) < 3
d. Norme d’un vecteur
231
Soit#” =| wu, |.Lanormede# est|u| = ‘/@’,7) = Jud +ud+u3
us

e. Distance entre deux points
Soit A(ai,az,a3) et B(b1,b2,b3) deux points.
La distance entre A et Bestd = AB = ||A_B) ” = \/(bl —a))*+ (br—a2)* + (b3 — a3)?

2. Plans dans I’espace

a. Représentation d’un plan défini par un point et un vecteur normal
ni
Soit P le plan passant par un point A(a, b, ¢) et de vecteur normal 77 = ny
ns
. —
‘P est I’ensemble des points M(x,y, z) tels que <n,AM > =0.

Une équation cartésienne de P est : n1x + nyy + n3z = nja + nab + nsc
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b. Représentation d’un plan défini par un point et deux vecteurs

ui Vi
Soit P le plan passant par un point A(a, b,c) et de base | u = u, |,V = V2
V3

P est I’ensemble des points M(x, y,z) tels que , m soient coplanaires < rg(u,V AM) < 3.

« Représentation paramétrique de P :
X=a+ Au; + uv;

M(x,y,z) € P ©3(A,u) € R? | AM = i+ v o y=b+Auy +puvy, (A, u) € R?
zZ=c+ Aus + uvs

Z, . , e ., —> =
- Equation cartésienne de P : soit 77 un vecteur orthogonal 2 la fois 2 % et V alors 7 est un vecteur
normal a P.

M(x,y,z) € P ®<7,A—)M> =0

C. Représentation d’un plan défini par trois points
Soit P = (ABC) ol A, B, C sont non alignés alors P est défini par A et la base (7 — AB,V = AC

d. Eléments caractéristiques d’un plan
X=a+ Auy + pv,
- Soit un plan P : y=b+Auy+uvs , (A p) € R?

7= c+ Auz + uv3

ui Vi
P passe par A(a,b,c) etadmetpourbase | W =| w, [[V=| w
usj V3

«SoitunplanP : ax+ By+yz =0
‘P passe par n’importe quel point A(a,b,c) tel que aa + b+ yc = o

p / Y

P admet pour base | u = -a |,V = 0 (par exemple)

0 \—a

a
P admet pour vecteur normal 77 = B
14

e. Intersection de deux plans

—
- Soit P et P' deux plans de vecteurs normaux 77 et n' respectivement
—

Pet P sont sécants < 77 et n' sont non colinéaires

«SoitP:ax+by+cz=detP :ax+by+c'z=4d
. . ax+by+cz=d

Soit le systeme (S) { Y

ax+by+c'z=d

P et P sont sécants < rg(S) = 2 : (S) est un systeéme d’équations de la droite D = PN Q
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«SoitP:ax+by+cz=d
X =x0+ Auy + uv,

etP : y = yo+Auz + vy (A,u) € R
7 =270+ Auz + uvs3

On résout I’équation d’inconnues A et x :
a(xo + Auy + uvy) + b(yo + Aua + uva) + c(zo + Ausz + puvs) = d.

. . i R ‘
Exercice 12 Soit (0, i, ], k) un repere orthonormé de I’espace.

. . _ — o == o D . P
Soit A, B et C les points définis par OA = i, OB = j et OC = k et A',B’ et C' les points définis par
7 — 7 — 7 - > > 2 7 3
AA' =aqu, BB =buetCC =cuouu =1+ j+ket(ab,c) e R’
Montrer que les points A, B, C’ ne sont pas alignés puis déterminer une équation cartésienne du
plan (ABC"). Faire de méme avec (BCA') et (CAB').

Donner une condition nécessaire et suffisante pour que ces trois plans soient deux a deux paralleles.
Dans ce cas, que peut-on dire ?

3. Projection orthogonale de I’espace

a. Projeté orthogonal sur un plan
Soit My un point, P un plan et H le projeté orthogonal de My sur P.

a
- Soit P : ax + by + ¢z = d de vecteur normal 77 = b

c

HeP
H est défini par MoH = d(M,,P) < .

MyH et n sont colinéaires
- Soit P(A; %, V) ol (,V) est une base orthonogonale du plan P.
— —
<AMO,M>_) <AM(),V>_)

(i, ) V,7)

. . -
H est défini par AH =

b. Distance d’un point a un plan
Soit un point My (xo,y0,20).

« Soit P : ax + by + ¢z = d alors d(My,P) = |laxo + byo + czo — d|

Ja? +b? +c?

X=a+ Auy + pv,
+ Soit P : y = b+ Auy + uv, alors d(Mo,P) = inf{|MoM| | M € P}
7= c+ Auz + uv3

ot |[MoM||* = (a+ Auy + uvi —x0)* + (b + Auz + s — yo)? + (¢ + Aus + uvs — z0)*

Exercice 13 Soit E I’espace affine muni d’un repére orthonormal (O, 7 ? ?)

. . .. -— o - - = =
On considere les points A, B et C de E définis par OA = i, OB = j et OC = k.
Soit P le plan de E contenant les points A, B et C et soit M un point de E de coordonnées (xo, Yo, Z20)-
Déterminer une équation de P. Quelle est la distance de M a P ?

Déterminer les coordonnées d’un point / intérieur a (O, A, B, C) et équidistants des quatre plans P,
(x0y), (xOz) et (yOz). Donner les coordonnées des projetés orthogonaux de / sur chacun de ces
plans.
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4. Spheres dans I’espace

a. Equations d’une sphere
« Soit S la sphere de centre Q(a, b, c) et de rayon R.
M(x,y,2) e S©QOM =R o (x—a)*+(y-b)*+(z-¢c)*> = R?
« Soit S la sphere de diametre [AB].
— ——>
M(x,y,z) € S & <AM,BM> =0 (x—xa)x—x) + (O —ya)y—yp)+(z—za)(z—2z8) = 0.

b. Eléments caractéristiques d’une sphére
Soit £ = {M(x,y,z) | x>+y>+z2+ax+by+cy+d = 0}.
On écrit les formes canoniques en x,en yeten z :
2 2 2
2+y?+22+ax+by+cz+d=0< (x+ %) + <y+%> + (z+%> =e

2 B2 2
olle = 4-+tDb Xc —4d

Sie <0Qalors £ =0

= _ _a b _c
Sle—Oalorsé’—{Q( REER 2)}
Sie > 0 alors £ est la sphere de centre Q(—Q _b. —% etderayon R = Je

Exercice 14 On donne quatre points de 1’espace rapporté a un repere orthonormé :
A(0,0,0), B(0,1,2), C(0,2,1) et D(2,2,2).
Vérifier que les points A, B, C, D ne sont pas coplanaires et déterminer I’équation cartésienne de la
sphere circonscrite au tétracdre ABCD.
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