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| Somme d’une série double

Soit (u;;) une suite double de nombres réels.
On sait déja calculer des sommes de la forme S = Y u; dans le cas ot I x J est fini.

(ij)elxJ
n m m n
Parexemple 3wy =23 D uy =232 uy
(i) <l0Ix0m] -0 j=0 70 i=0
+00 +00 +00 +00
On voudrait pouvoir faire la méme chose avec des sommes infinies Y D u; = > D uj.
-0 j=0 770 i-0

Pour cela, il est nécessaire que chaque terme ait un sens :
-Vi € N, la série Y _ u; est convergente de somme U; et la série ) U; est convergente

70 50
-Vj € N, la série ) u;; est convergente de somme V; et la série Y, V; est convergente
>0 70

On admet la proposition suivante :

Théoréme de Fubini Soit («;) une suite double de nombres réels. On suppose que :

-pour tout entier naturel i, la série ) _ u;; est absolument convergente
J
+00
Soit S; sa somme : S; =D u;
=0
+00

-la série ) D |u;| est convergente

i j=0
+00 400 +00 400 +00
Alors la série D_ > u; est convergente et Y\ > u; = > > uj.
i j=0 i=0 j=0 =0 i=0

On note alors cette somme ), u;;.
(i)eN?

Il Lois associées a un couple de variables aléatoires réelles discretes

Dans tout ce chapitre, on considére un espace probabilisé (€2, 7, P).
1. Généralités

Définition 1 On appelle couple de variables aléatoires, et on note Z = (X, Y), toute application

Q — R?
Z . ou X et Y sont deux variables aléatoires définies sur (€2, 7).
o — X(o)Y))

Notation -Pour tous sous-ensembles A et B de R, on note [X € A,Y € B] I’événement
XeAlN[YeB]=4weQ | X(w) € Aet Y(w) € B}
-Pour tout (x,y) de R?, on note [X = x,Y = y] ’événement
X=x]N[Y=y]=H4w e Q| X(w) =xetY(w) = y}.

Exemple On lance une infinité de fois une piéce de monnaie.
On note X et Y les rangs d’apparition du premier et du second "Pile" rexpectivement.
Alors (X, Y) est un couple de variables aléatoires discréetes.

L’événement (X < 10,Y > 20) est "le premier pile est apparu avant le 10¢ lancer et le second pile
apres le 20¢ lancer".

F.Macé 2023-2024 BCPST 2C Cours Chapitre 16 page 2/7



Proposition 1 Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires réelles discrétes tel que
X(Q) x Y(Q) = {(xi,y;) | (i,j) € I xJ}; ouletJ sontdes parties de N.

(X =xi,Y =y;]) (ij)ers ST UN systeme complet d’événements associé au couple (X, Y).
2. Loi conjointe

Proposition 2 Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires réelles discretes.
On appelle loi du couple (X, Y) ou loi conjointe des variables X et Y

L XQ)xYQ) — R
I’application .
(x.y) — PX=xY=y)

On note parfois Ly, cette application.

Proposition 3 Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires réelles discrétes d’univers image
X(Q) xY(Q) = {(xi,y;) | (i,j) € IxJ}; ouletJ sontdes parties de N.

n m

-Si X et Y sont finies, X(Q) = {x1,---,x,} et Y(Q) = {y1, -+, ym} alors DD PX =x;,Y =y;) = 1

i=1 j=1

-Si X et Y sont infinies, X(Q) = {x; | i € N} et Y(2) = {y; | j € N} alors

+00 400

ZZP(X =x,Y = yj) = 1.

i=0 j=0

Exercice 1 On lance une infinité de fois une piece de monnaie.
A chaque lancer, la probabilité d’obtenir Pile est p, p €]0, 1.
X et Y sont les rangs d’apparition du premier et du second "Pile" rexpectivement.
Déterminer la loi du couple (X, Y).

3. Lois marginales

Définition 2 Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires réelles discretes.
La loi de X est appelée premiere loi marginale et la loi de Y est appelée
deuxiéme loi marginale du couple (X, Y).

Proposition 4 Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires réelles discrétes tel que
X(Q) x Y(Q) = {(xi,y;) | (i,j) € I xJ}; ouletJ sontdes parties de N.

Les lois marginales sont données par :
Vi e I, P(X = x,-) = ZP(X = X,‘,YZ yj) et V_] S J, P(Y= yj) = ZP(X = X,‘,YZ yj)
jeJ i€l

Exercice 2 On reprend I’exercice 1. Déterminer les lois marginales de X et de Y.

4. Lois conditionnelles

Définition 3 Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires réelles discretes tel que
X(Q) x Y(Q) = {(xi,y;) | (i,j) € I xJ}; ouletJ sontdes parties de N.

SiVj e J, P(Y = y;) # 0alors la loi de X conditionnée par I’événement [Y = y;] est I’application

XQ) — R
PX =x,Y =Yyj)
P(Y = y))
On appelle loi de X sachant Y I’ensemble des couples <(x,-, Vi)s Pryy (X = x,-))

Xi = P[Y:yj](X =x;) =

(i)elx’
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Exercice 3 Soit A > Oetp €]0,1[, X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N.
On suppose que Y suit la loi de Poisson P(A4) et, pour tout n de N, la loi de X sachant Y = n est la
loi binomiale B(n,p).
Déterminer la loi conjointe de X et Y.
Déterminer la loi de X.

lll Indépendances de variables aléatoires réelles discretes

1. Indépendance de deux variables aléatoires réelles discretes

Définition 4 Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires réelles discretes.
X et Y sont indépendantes pour la probabilité P si, et seulement si :

V(x,y) € X(Q) xY(Q), PX=x,Y=y) =PX =x)P(Y =y).

Proposition 5 Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires réelles discrétes.
Si X et Y sont indépendantes pour la probabilité P alors
pour toutes parties Aet Bde R, P(X € A,Y € B) = P(X € A)P(Y € B).

Exercice 4 Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant toutes les deux la méme loi géométrique

de parametre 1

2
Soit m € N*.
Déterminer la probabilité des événements [X = Y] et [X > mY].

2. Indépendance de plusieurs variables aléatoires réelles discretes

Définition 5 -Soit X1, ---X,, n variables aléatoires réelles discretes.
-X1,---X, sont deux a deux indépendantes pour la probabilité P

si, et seulement si: V(i,j) € N> | i #/, X;etX ; sont indépendantes.

-X1, -+, X, sont (mutuellement) indépendantes pour la probabilité P

n

si, et seulement si : V(x1,--+,x,) € X1(Q) x --- x X,,(Q), P(ﬂ[X,- = xi]) = [[PX; = x)).
i=1 i1

«Soit (X,) .y une suite de vatriables aléatoires réelles discretes.
Les variables X, n € N sont mutuellement indépendantes pour la probabilité P

si, et seulement si, pour toute partie finie / de N, les variables (X;)ic; sont mutuellement
indépendantes.

Conséquence Si Xi, -, X, sont (mutuellement) indépendantes pour la probabilité P alors
X1, - X, sont deux a deux indépendantes pour la probabilité P

toute sous-famille est formée de variables aléatoires mutuellement indépendantes.
n

pour toutes parties Aj,---,A, de R, P(ﬂ[X,- € A,-]) = [[P(X; € A)).
i=1 i=1

Exercice 5 Soit n et k deux entiers naturels non nuls.
Dans une urne contenant 7# boules numérotées de 1 a n on en tire kX une a une, avec remise.
On désigne par Xy la variable aléatoire égale au plus grand des numéros obtenus.
Déterminer la loi des variables aléatoires Xj.
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IV Variable aléatoire fonction de variables aléatoires réelles discretes

1. Loi d’une variable aléatoire fonction de deux variables aléatoires réelles discretes

Proposition 6 Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires réelles discrétes.
Soit fune application définie de X(Q) x Y(Q) dans R.
On pose Z = f(X,Y) la variable aléatoire définie par : Vo € Q, Z(0) = f(X(w), Y(®)).
Alors la loi de probabilité de Z = f(X,Y) est donnée par :
Vze Z(Q), P(Z=27) = > PX=x,Y=y).
() eX(Q)xY(Q) |fx.y)=z
En particulier, si X et Y sont indépendantes, on obtient :
Vz e Z(Q), P(Z=2z) = > P(X = x)P(Y = y)
(r.y)eX(QxY(Q) | fix.y)=z

Conséquence si X et Y sont indépendantes alors :
Vze X+ 1)(Q), PX+Y=2) = > P(X = x)P(Y = y).

(x)EX(Q)xY(Q) | x+y=z

Exercice 6 Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi géométrique de parameétre
p €]0,1[. Déterminer les loisde S = X+ YetD = X Y.

2. Stabilité de la loi binomiale et de la lo1 de Poisson

Proposition 7 Soit n et m deux entiers naturels et p €]0, 1[.
Soit X et Y deux variables aléatoires réelles discrétes indépendantes telles que :
X < B(n,p)etY < B(m,p) alors X+ Y — B(n+ m,p)

Plus généralement :
Soit ny, -+, ng k entiers naturels et p €]0, 1.
Soit Xy, ---, X\ k variables aléatoires réelles discretes indépendantes telles que :
k
Vi € |[1,k]|, Xi = B(ni,p) alors X| + -+ + X; < B(Zni,p)
i=1
Remarque En particulier :

soit X1, ---, X, n variables aléatoires réelles discretes indépendantes toutes de méme loi de Bernoulli
de parametre p

alors Vi € |[1,n]|, X; = B(1,p) donc X; + -+ + Xx = B(n,p).

Preuve SiX < B(n,p)etY — B(m,p) alors X(QQ) = |[[0,n]| et Y(2) = |[0,m]]
donc (X + V)(Q2) = |[0,n + m]|.
Vk € |[0,n+m]|, PX+Y =k) = > P(X = )P(Y =)
(i)l [0.m][<|[0m] | | i4j=k
- > (pi=py=i(" )P -p)m
(i)e][0.1] |X|[0.m] | | i~k
_ 3 ¢ )( 'jn >pi+j(1 — p)rm=(i)
(i)e][0.1] |<|[0.m] | | i~k
=pk(1 _p)n+m—k Z (7)<T> zpk(l _p)nﬂn—k(n-]i;m).
(i)l [0.][<|[0m] | | i4j=k
Donc X + Y < B(n+ m,p)

Pour k variables la démonstration se fait par récurrence.
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Proposition 8 Soit A et u deux réels strictement positifs.
Soit X et Y deux variables aléatoires réelles discrétes indépendantes telles que :
X o P(A)etY — P(u) alors X + Y — P(A+ p).

Plus généralement :
soit A, -+, Ak k réels strictement positifs.
Soit Xy, ---, X\ k variables aléatoires réelles discretes indépendantes telles que :

k
Vi € |[1,k]|, X; & P(A;) alors Xi + -+ + Xx = PQ_ A:).

i=1

Preuve SiX < P(1)etY < P(u) alors X(QQ) = Y(Q) = Ndonc (X+ ¥)(Q2) = N.

VkeN, PX+Y=k = Y PX=0)PY-=y))
(i)eN? i+j=k .
= L _l‘u—j -1 — ,—(Ap) ﬂ,"u/
(iJ)eI\%:I el e ¢ (iJ)eR%:lszk ij!
k i k=i x
A M —(A+p) ] ) ()
= —(A+up) — e k P ke _ e .
N T T S B (DA = Gt

Donc X + Y < P(A + w).
Pour k variables la démonstration se fait par récurrence.

3. Théoreme de transfert dans le cas de variables finies

Proposition 9 Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires réelles discrétes finies tel que X(Q) = {xi, -

et Y(Q) = {)71, "',ym}
Soit fune application définie de X(QQ) x Y(QQ) dans Ret Z = f(X,Y).

Alors Z admet une espérance et E(Z) = > > flxi, y)P(X = x;,Y = y;).
i1 =1

Exercice 7 On lance deux dés classiques. Déterminer 1’espérance de la somme des deux dés.

V Covariance et corrélation

1. Covariance

Définition 6 Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires réelles discretes.
On suppose que X et Y admettent toutes deux une espérance.
Si la variable aléatoire (X — E(X))(Y — E(Y)) admet une espérance alors on appelle

"xn}

covariance de X et Y le réel noté Cov(X, Y) défini par : Cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y — E(Y))).

Proposition 10 Théoreme de Koénig-Huygens

Si X, Y et XY admettent chacune une espérance alors (X, Y) admet une cavariance et
Cov(X,Y) = E(XY) — EXX)E(Y).

Remarque Si X et Y admettent un moment d’ordre 2 alors XY admet une espérance et donc (X, Y) admet une

covariance. Cela provient du fait que |x;y;| < %(xiz +y7).

Exercice 8 On dispose sur un plateau trois cartes numérotées 1, 2 et 3. Alice choisit une carte au hasard et la
retire du plateau. Bertille choisit au hasard une carte et la replace sur le plateau puis Cécile choisit
au hasard une carte. On note A, B et C les variables aléatoires égales au numéro de la carte tirée par

Alice, Bertille et Cécile respectivement.
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Donner les lois de A, B et C puis les lois des couples (A,B), (A,C) et (B,C).
Calculer la covariance de B et C. Les variables B et C sont-elles indépendantes ?
Calculer la covariance du couple (A, B). Les variables A et B sont-elles indépendantes ?

Proposition 11 Soit X, Y et Z des variables aléatoires discrétes admettant un moment d’ordre 2.
Soit A € R. Alors :
Cov(X,X) = V(X)
«Cov(X,Y) = Cov(Y,X) (la covariance est symétrique)
«Cov(X+Y,Z) = Cov(X,Z) + Cov(Y,Z) et Cov(AX,Y) = ACov(X,Y) (la covairance est bilinéaire)

Preuve A faire en exercice

Proposition 12 Soit X et Y des variables aléatoires discrétes admettant chacune un moment d’ordre 2.
Alors X + Y admet une variance et V(X + Y) = V(X) + V(Y) + 2Cov(X.,Y).

Preuve Par définition, V(X+Y) = E((X+Y-E(X+Y))*) = E((X- E(XX) + Y- E(Y))*) car
E(X+Y) = EX)+E®Y)
= E((X-EX))*+(Y-E(Y))* +2(X - EX))(Y - E(Y)))
= E(X-EX))*) +E((Y - E(Y))*) +2E((X - EX))(Y - E(Y)))

2. Corrélation

Définition 7 Soit X et Y des variables aléatoires discrétes admettant chacune un moment d’ordre 2.
On dit que X et Y sont corrélées si, et seulement si, Cov(X,Y) # 0.

Exercice 9 On reprend I’exercice 8. Les variables A et B (resp. B et C) sont-elles corrélées ?

Proposition 13 Soit X et Y des variables aléatoires discretes admettant chacune un moment d’ordre 2.
Si X et Y sont indépendantes pour la probabilité P alors
E(XY) = EX)E(Y)
«Cov(X,Y) = 0 (donc X et Y sont non corrélées)
VX +Y) = V(X) + V(Y)

Preuve Sous réserve d’existence,

EXY) = 3, xyiPX=xi,Y=y)= 2> xiyiP(X =x)PY =y))
Gi)elx] (ij)elx]

= (Z;XiP(X = xi)> (Z;yjP(Y = y,-)) = E(X)E(Y).
i€ JE
Le reste est évident.

Proposition 14 Soit X, ---, X, n variables aléatoires réelles discrétes admettant chacune un moment d’ordre 2.

Si X1, -+, X, sont deux a deux indépendantes alors E(HX,-) = [[EX)) et V(ZX,-) = > V(X)).
i=1 i=1 i=1 =1

Exercice 10 Soit X1, ---, X, n variables aléatoires mutuellement indépendantes toutes de loi de Bernoulli de
n—1

méme paramétre p. On pose : Vi € |[[1,n—1]|, ¥; = X;X;1 et S, = D Y.
i=1
Déterminer la loi de Y; puis calcuer I’espérance de S,,.
On admettant la généralisation de la proposition 12, on admet que
V(Z Y,-) =Y V(Y))+2 > cov(Y;,Y;). Calculer la variance de S,,.
i=1 i=1

1<i<j<n
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