Corrigé DM9
1. a. Comme X(Q) = R,, Z(Q2) = R_. Soitx € R_.
P(Z<x)=P(-pX<x) = P(X > —% car—u < 0
donc P(Z<x)=1-Fx (—%) ou Fx est la fonction de répartition de X.

l—eMsiuz>0 1 six>0

Comme Vu € R, Fx(u) = { , on pose Fz(x) = {

0 siu <0 et six <0

Comme lirg} Fz(x) =1 = Fz(0), Fz est continue en 0, étant continue par ailleurs, Fz est
X

continue sur R. De plus, Fz est C! sur R sauf peut-étre en 0.

On en conclut que Fz est la fonction de répartition d’une variable a densité et que :

A, .
Leitsix <0

0 six >0

une densité de Z = —uX est définie par : Vx € R, fz(x) =

b. Comme X et Y sont indépendantes, Y et Z = —uX sont indépendantes.
D’apres le rappel de I’énoncé, R, = Y + Z est une variable a densité dont une densité est définie

par: Vx € R, fu(x) = [ fr(t)fz(x 1) dz.

x—1<0 x <t

t>0 t>0
Orfy(t)fz(x—1t) + 0 & & < t > max(0,x).
<
Si x > 0 alors max(0,x) = x.
0 +00
Onaalors f,(x) = [ f0)f2(c— 1) d = [ Ae ekt dr
= le%xrw A gy = A e%x[—e‘wt]m S S

x M p+1
Si x < 0 alors max(0,x) = 0.
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Onaalorsfp(x)—.[o Fr(Ofz(x—1) dr = T [e ]o TSR
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On conclut que | une densité de R, est définie par: Vx € R, f,(x) = ,
er*six <0

p+1

2. On calcule le discriminant A = a —4b. Si A > 0 alors la plus grande des deux racines réelles

(éventuellement confondues) est # :

import math as m
def MaxRacine(a,b):
delta = a**2-4*p
if delta >= 0:
return (-a + m.sqrt(delta))/2
return []

3. a. Lediscriminant du trindme Q(t) = 1> + Xt — Yest A = X? + 4Y.
Comme X et Y sont des variables a valeurs positives ou nulles, A > 0 presque slirement.
Donc Q admet deux racines réelles distinctes si, et seulement si, A + 0.
OrA=0oX=Y=0.
Comme X et Y sont des variables indépendantes, P([X = 0] N [Y =0]) = P(X = 0)P(Y = 0),
et comme X et Y sont des variables a densité, P(X = 0) = P(Y = 0) = 0.
On en conclut que P(A > 0) = 1 et que

Q admet presque slirement deux racines réelles distinctes |.

En notant § la plus petite et 7 la plus grande de ces racines, on sait que S7 = —Y.
Comme Y(Q) = R,, P(Y > 0) = 1 etdonc P(ST < 0) = 1.

Ainsi S et T sont de signes opposés et | S < 0 < T presque slirement |.




. On utilise le rappel pour simuler X et Y puis la fonction de la question 2. pour renvoyer une
réalisation de T :

import random as rd

def T(1):
X, Y = -m.log(rd.random())/1, -m.log(rd.random())/1
return MaxRacine(X, -Y)

. Pour estimer I’espérance de 7, on calcule la moyenne arithmétique d’un grand nombre de
réalisations de T :

def EspT(L,N):
return sum([T(1) for _ in range(N)])/N

L’instruction MoyT (1, 10000) affiche une valeur approchée de I’espérance de T
pour A = 1: E(T) =~ 0.605|.
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X“;( T4 one T <t o JXZ44Y < X421
CommeX+2t>0, T<t & X2+4Y < (X+21)* & X2 +4Y < X2 + 4X1 + 412
Onabien:|Vre RY, [T<t]=[Y-tX < t*]|

. D’aprés 3a., T(QQ) c Rt etd’apresda., Vi e R*, P(T<t) = P(Y-tX < t*) = P(R, < t?) ou
R, =Y-tX

. Soitt € R*. D’apres 3a., T =

B N\ 2 _ t2 _ 0 A, %x /’L —Ax
D’apres 1b., P(R; < t°) = j_wft(x)dx = j_w L 1¢ dx+'|.0 1 dx
_ t %x o1 a1 _ t 1—6_/1[2
_t+1|:e ]—oo t+1[ ]°_t+1Jr r+1
1€ G0
On pose alors : Vi € R, Fr(t) = r+1 . Comme F7(0) = 0, Fr est continue

0 sinon

en 0, étant continue par ailleurs, F7 est continue sur R. De plus F7 est C' sur R sauf
éventuellement en O donc F'r est bien la fonction de répartition d’une variable a densité.

On en conclut que :

.y |:2/lt+ 1 2:|e"”25it>0
une densité de T est définie par : Vr € R, fr(¢) = +1 ° @+1)

0 sinon




