1. Soitn € N*.
(”;—1) = ¢m(-3) . Comme In(1 — L) ~ =L lim nin(1 — 1) = —1 et| lim ( 2= ) = e,

n’ nsto n—+00 n

2. |x(Q) = [[1,n]]]
«Pourn =2 : Q = {1,2}* donc cardQ = 4.
(X =1]=4(1,1),2,2)} et [X = 2] = {(1,2),(2,1)}.
card([X = 1]) = card([X = 2]) = 2donc |P(X = 1) = P(X = 2) = % et E(X) = % :

«Pourn=3:Q = {1,2,3}3 donc cardQ) = 27.
X=1]=41,1,1),(2,2,2),(3,3,3)}, card([X = 1]) = 3.
[X = 3] est I’ensemble des permutations de {1,2,3} donc card[X = 3] = 3!

donc | P(X = 1)=%,P(X:2)=%, P(X:3):%etE(X):IT_

3. a. Comme il y a remise, a chaque tour, on utilise la fonction randint du module random :

import random as rd
def simul(n):
return [rd.randint(1l,n}) for _ in range(n)]

b. On utilise les indications :
def X(n):

L = simul{(n)
return len(set(L))

€. On calcule la moyenne d’un grand nombre de réalisation de X :
def EspX(n):

N = 1000
return sum([X(n) for _ in range(N)])}/N

4. Q = [[1,n]]" donc cardQ = n"
a. X=1]={G i) | ie[[l,n]]}donccard[X = 1] =net|PX=1) = 1

nn—l .

b. [X = n]est’ensemble des permutations de [[1,7]] donc card[X = n] = n! et

! n—1)!
P(X:n):%:(nTl)'

c. Lorsque I’on choisit les deux entiers distincts de [[1,7]], [X = 2] est alors I’ensemble des n-listes
de ces deux entiers auquel on retire les deux n-listes constantes. On en déduit que

card[X = 2] = (g)(zn ~2) = n(n—1)(2""' = 1) donc

nn-1)2""'-1)  m-1)Q2""'-1)
n" o nn—l :

P(X=2) =

d. Lorsque I’on choisit n — 1 entiers distincts de [[1,7]], on chosit parmi ces n — 1 entiers celui qui
apparaitra deux fois puis on choisit les deux numéros de tirages parmi les n ou il apparaitra

[X = n— 1] est alors ’ensemble des Sermutations des (n — 2) autres entiers. On en déduit que
17 — n n—1 n _ 9\
card[ X = n—1] (n—] )( 1 <2>(n 2)! donc

PX=n—1) = (n(n—lz)zi(n—Z)! _ (nz;lgnz -

1 si le numéro i a été tiré
0 sinon

5. Soiti € [[1,n]]etX; = {

a. [X; = 0] = A; : "les n tirages donnent un numéro de [[1,n]]\{i}".
On en déduit que card([X; = 0]) = (n—1)"

donc | P(X; = 0) = ("%1) PXi=1)=1- (%)"etE(Xi) —1- ("%1) .




b. Onremarque que X = D_ X; donc, par linéarité de 1’espérance,
=1
EX) = L EX) = 2 (1-(21)").
i=1 i=1

On a alors | E(X) = n(l - (”n;lY) )

D’apres 1., nlygolo(l - (rzn;ly‘) =1- % donc, par produit, | E(X) ~ n(l - %) .

L s .. 1 si les numéros i et j ont été tirés

. a. Soit (i,j) € [[L,n]]", i #jet X;X; = ]
0 sinon

On procéde comme en 5a. : [X;X; = 0] = [X; = 0] U[X; = 0] = A; UA;
done P(XX; = 0) = P(&; UA;) = P(&;) + P(&;) - P(A: N &)).
D’apres 5a., P(A;) = P(4;) = (” - 1 )n.
De plus, comme A;NA; estI'événement : "les n tirages donnent un numéro de [[1,n]]\{i,j}",
card(A; NAj) = (n—2)".
On en déduit que :

P -0 2(7 1) (P2) Pk -0 -1 () ("2 |

b. Comme X = > X;, V(X) = X V(Xi) +2 > cov(Xi,X;).
i=1

i=1 1<i<j<n
onavex) - (1 (251)") (251) carx, = B(1- (251)").
covX, X)) = EQLX) = EQREQ) = 1=2(25) "+ (252) - (1= (451)")
- 1-a(ah) e (R () - ()
- (52 - ()
Onaators V) = (1= (251)") (451) "+ - D (#52)" - (454) 7]

Finalement : | V(X) = n[(”n;ly +(n— 1)(”T_Z>n —n(”n;ly”] )




