1. La fonction fest positive sur R et continue sur R sauf en 1.

© +00
De plus, I'intégrale I = r fx) dx = I % est impropre en +oo.
o0 1 X

Soita > 1etI(a) :J.j% = [—%I’ =—%+1.

Comme allﬂlr}o (—% + 1) =1, Iestconvergente et / = 1.

On en conclut que | f est une densité de probabilité |.

2. D’apres ci-dessus, par définition,

0 six <1
la fonction de répartition de X est définie par : Vx € R, F(x) =

1 .
1—7s1x>1

3. a OnposeZ= - 1 = ol U = U0, 1). Ona U(Q) =10, 1 donc Z(Q2) =1, +20[. Soitx > 1.

Pz<x=P(1s<x)=pP(u<i-L)=1-Lari-L o

0 six <1
En posant : Vx € R, Fz(x) = , on remarque que X et Z ont la méme

1 .
1—751x>1

fonction de répartition donc | X et Z suivent la méme loi |.

b. Une simulation de X est donc obtenue par une simulation de Z = I _1 7 ou U < UO,1]) :

import random as rd
def X():
U = rd.random()
return 1/(1-U)

C. On utilise la fonction f1oor du module math qui renvoie la partie entiere d’un flottant :

import math as m
def Y():
x = X()
return x-m.floor(x)

d. On estime I’espérance de Y en calculant la moyenne des valeurs prises par Y sur un grand nombre
de réalisations de Y :

def EspY(N):
return sum([Y() for _ in range(N)])/N

Pour des grandes valeurs de N, on peut conjecturer que | E(Y) = 0,42 |.

4. Soitx € [0,1]. En utilisant le syst¢tme complet d’événements ([| X | = k]), -, ona:

P(Y<x)=PX-|X]<x)= P(G[LXJ = kX-|X] <x]> - P(G[k <X< k+x]>.

k=1 k=1
Les événements ([k < X < k+ x]), - sont deux a deux incompatibles donc

P(Y < x) = +Z.Op(k <X<k+x)= +Z.O(F(IHX)—F(/C)) = i((l - kix> - (1 _%»
k=1 k=1 k=1

+0 +00
Onabien|P(Y <x) = D Pk<X <k+x) =Y (+-—1_)|
n a bicn X ; X ;(k k+x>

5. La fonction In est C! sur R* donc le théoréme des accroissements finis permet d’écrire :
Vt>0,3c €lt,t+1[ | In(t+1) —Inz = %(H 1-1) = %
1 1 _1

< < -,

Commet<c<t+1l e —
t+1 c t

on a bien | Vz > 0, 1 <1n(t+1)—lnt<l.
t+1 t




6. Montrons que les suites (Uy) ,y- €t (Va),oy+ sont adjacentes :
«Soitn € N*,

Uit — Uy =2%—ln(n+2)—

D’apres 5., pourt = n+ 1, In(n +2)

n+1

k=1

(kz;% —In(n + 1)) = n—Jlrl —(n(n+2)—In(n+1)).

_ 1 1
Inn+1) < p donc |

+1

—(n(n+2)-In(n+1)) > 0.

On en déduit que Vn € N*. U,y — U, > O et la suite (U, ), - €St croissante.

* SOltn € N*. Vn+1

D’apres S., pour t = n, In(n+ 1)

n+1

_Vn:z:%_

k=1

In(n+1) - (Z% —lnn> =

k=1

+1

1 _ _
L —(In(n+ 1)~ Inn).

_ 1 1 _ _
Inn > . donc o (In(n+1)—1nn) < 0.

On en déduit que Va € N*. V41 =V, < O etla suite (V,), - est décroissante.
- Soitn € N*,

Vn_Un

n

22%_

=1
On en déduit que }m(v,, -U,) =0.

lnn—(Z%—

k=1

In(n + 1)) —In(z+ 1) =Inn = In( L) —m(1+ L),

On conclut que les suites (Uy) - €t (Vi) .- sont adjacentes et donc que

les suites (U,) o+ €t (Vi) o+ cOnvergent vers une méme limite |.

7. On sait que la série ) Lz est convergente donc son reste d’ordre n, R, = Y

On admet que Vn >

On a bien :

8. Par définition de la partie enti¢re : Vx >
On en déduit que Y(QQ) < [0, 1] donc

1LO< [ s(t)di—U, <R,
. 1 . 1
donc, par encadrement, lim (-[o s(t)dr — U,,) =Oet lim U, = jo s(t)dz.

[ s(dt =y = lim U, |

+00

Lz tend vers 0.

k=n+1

I,|x]e Net|x|]<x<|x|+1doncO<x—|x]<1.

Y admet une espérance |.

On admet alors que E(Y) = I;w P(Y>x)dx = I; P(Y > x)dxcarsix > 1 alors P(Y > x) = 0.

k+x

+00
Comme P(Y >x)=1-P(Y<x)=1- Z(% - ), on en déduit que
k=1

E(Y)=I(1—Z( kH))dx:l—Ié( T

EY)=1- J-o s(x) dx. D’apres 7., on conclut que | E(Y) = 1 -y |.

) dx et, par linéarité de I’intégrale,

9. Montrons que si Z est une variable aléatoire positive a densité admettant une espérance alors
+00
EZ) = jo P(Z > x) dx.

Soit g une densité d’une telle variable Z.

Comme Z est a valeurs positives, si x < 0 alors g(x) = 0.

Par définition de I’espérance, 1’intégrale Ew xg(x) dx est convergente

et E(Z)

Soita > OetI(a)

= J.:.:xg(x) dx = jgwxg(x) dx.
= jgxg(x) dx.

On sait que la limite de /(a) quand a tend vers +oo existe et vaut E(Z).

Comme I;dt = X,

I(a) = fg(f;dt>g(x) dx = fg(ffg(x) dx)dt - jg(f:’g(x) dx)dt =[Pt <Z<a)dr
On en déduit que lim /(a) = | ;‘” P(t < Z)dt.

On a bien

EZ)

= jng(Z> £) dt|.




