1.

Sujet 29
Question de cours

Soit (k,n) € N2. (Z) -

Exercice

nn—1)--(n—k+1) n!

k! C kl(n—k)!

sik<n

sinon

n—1
alors R, = % kz_% h(%) est une valeur approchée de jé h(x) dx.

On définit donc la fonction / : x ~ x*(1 — x)™* et on renvoie R, :

Pourk =3etm =4

b. Soitm € N. Iy, = jé(l —x)"dx = |:

def I(k,m):
def h(x):
return x**k*(1-x)**(m-k)

n = 100

a. Méthode des rectangles pour le calcul d’une intégrale : si & est une fonction continue sur [0, 1]

return sum([h(k/n) for k in range(n)])/n

on trouve | I34 = 0,05 |.

o ymtl

m+1

Ym e N, IO,m = 1

m+1|

]

c. Soit (k,m) € N*tel que 0 < k < m. Ipyim = Ll,xk“(l _m e dy,

_ \mk
Onposeu = xFlety = —%, u et v sont C! sur [0, 1] donc, par intégrations pas parties,
(1 _ oyt !
Lisim = |:_x € i) :| 4kt 1x"(l —x)"* dx.
0

m —

m—k?J0

On obtient ainsi :

V(k,m) € N*tel que 0 < k < m, lipim = -

k+1
-k

Tim |

d. On en déduit que : Iy, = mlk_l,m et, de proche en proche,
k k—1
Lim = R ™
M = 1) m—(k—2)
Kl(m—-k)!
. 2 _
On en conclut que : | V(k,m) € N telque 0 < k < m, Iy, = oy pr

. Comme M est égale a ’'une des variables X1, ...

On aalors I34 = %% donc | I34 = % = 0,05 |. Ce résultat est en adéquation avec celui de 1a.
. . 1si Xi <X
. Soitx € [0,1], Vi € {1,---,13}, on poseY; = ] .
0 sinon

Alors Vi € {1,---,13}, Y; = B(p;) ou p; = P(X; < x).
Comme X; — U([0,1]), P(X; < x) = xcarx € [0,1].
13

Deplus Z, = D Y;etles Yy, ...
par)

., Y13 sont indépendantes car les X1, ...., X3 le sont.

On en déduit que | Z, — B(13,x) |.
Dot Zy(Q) = {0,---,13} et Vk € {0,---,13}, P(Z: = k) = ( 13 )xk(l _ )1,
X1, M(Q) = [0,1].

13 13
Soitx € [0,1]. PM <x)=P(Z:>7) =D P(Z: =k) = 2( 1k3 )xk(l —x)13*,
k=7 k=7

0 six <0
13
On pose alors : | Vx € R, F(x) = Z( 1k3 )x"(l —x)PFsio<x <1
pac
1 six > 1

F(O)=0cark>0etF(1) =1carpourk = 13, 13—k = 0. Donc F est continue en O et en 1.



Etant continue par ailleurs, F est continue sur R. Comme F est C' sur R sauf peut-étre en 0 et en
1, on en déduit que F est bien la fonction de répartition d’une variable a densité.

On en déduit que | M est une variable a densité |.

F'(x)si0<x<1

. Une densité de M est donc définie par : Vx € R, f(x) = { )
0 sinon

Comme M(Q) = [0,1], | M admet une espérance
et EM) = [ xflx) dx = [ xF'(x) dx.

Par intégration par parties, on obtient :

E(M) = xF(0)]) - [ F(x) dx.

On abien | E(M) = 1 - [| F(x) dx|,

113 13 1
P _1_ 13 \ ke V13K 3 — 1 13 k(1 _ v\ 13-k
. D'apres b., E(M) = 1 IOkZ;(k>x(l ) dx = 1 kz;(k)jox(l )3 dy,
13
13
Donc E(M) =1- Ik,13.
(%)

13

Dans une boucle for et avec I’indication de 1’énoncé, on calcule la somme S = Z ( 1k3 )I k13-
k=7

Alors EIM) =1-S :

from scipy.special import binom
S=0
for k in range(7,14):

S += binom(13,k)*I(k,13)
print(1-S)

On obtient | E(M) = 0,5005 |.




