. Soit U = U(J0,1[), 1 > 0et X = —%m U. Comme U(Q) =0, 1[, X(Q) = R*.

Soitx € R*. P(X < x) = P(—%an < x) =PUze™)=1-Fy(e™) =1-e*car
e €]0,1[.
l—e™six>0 . . P
On pose alors Vx € R, Fx(x) = 0 ) et on reconnait la fonction de répartition
sinon

d’une loi exponentielle de parametre A.

On en conclut que | X = —%an > EA)etY = &) |

. On utilise ce qui précede :

import random as rd

import math as m

def minXY(1,p):
X = -m.log(rd. random())/1
Y = -m.log(rd.random(})/u
return min(X,Y)

. Soit Z = min(X, Y). Comme X(Q) = Y(QQ) = R}, Z(Q) = R}. Soitx € R}.

PZ<x)=1-PZ>x)=1-PX>x,Y>x)=1-P(X >x)P(Y > x) car Xet Y sont

indépendantes.

Comme X et Y suivent une loi exponentielle de parametre A et p respectivement,

PX>x)=1-PX<x)=e*etP(Y >x)=1-PY <x)=e™

donc P(Z < x) = 1 — e Me ¥,

l—e ¥ gix >0

On pose alors : Vx € R, Fz(x) = { )
0 sinon

et on reconnait la fonction de répartition d’une loi exponentielle de parametre A + .

On en conclut que | Z = min(X,Y) <= EA +p) |

. Soit T = —-Y. Comme Y(Q2) = R}, T(Q) = R*. Soitx € R”.
P(T<x)=P-Y<x)=P¥>-x)=1-P(Y<—x)=e"car—x > 0.

eMsix <0

On pose alors Vx € R, Fr(x) = .
1 sinon

Comme F7(0) = 1, Frest continue en 0, étant continue par ailleurs, F7 est continue sur R.

De plus, Fr est C!' sur R sauf peut-étre en 0 donc Fr est la fonction de répartition d’une variable
a densité.

On en conclut que T = —Y est une variable a densité dont la densité est donnée par :

six <0
VxeR,fT(x){ue o

0 sinon

. Comme X et Y sont indépendantes, X et T = —Y sont indépendantes.
D’apres le rappel, une densité de X — Y = X + T est définie par :

Vx € R, frr(x) = frur(e) = [ fx(e = 0fer) db.

<0 t<0
Six > 0alors fx(x—1)fr(t) #0 &t <0
donc fy_y(x) = J‘io )‘e—/l(x—t)“elit dr = ;we—,lx J'ioe(/lﬂl)t dr = %e—lx[e(l+p)t]?w _ Ap e

Orfx(xt)fT(t)¢Oc>{XI>0 Q{’” & 1 < min(0,x).
t

Six < Oalors fx(x—6)fr(t) # 0 & t < x
donc fxr(x) = [* AeMDpert dr = e [* er di
A A+p)X A (A+p)x
—l+“e [e ]—00_),+pe e .
Conclusion : une densité de X — Y est la fonction 4 définie sur R par :



A e Msix >0

Vx € R, h(x) = ;t;:r“
H_owr gix<0
A+
. Onaalors PX<Y) = PX-Y<0) = [ h()dr=[" h(t)dt
— Ap‘ 0 ux — A px10
- ““[_we t= “u[e 1°..
Onen conclut que |P(X < Y) = /”tip .

. Ennotant C; I’événement : "X; est un creux",

C=[Xo < Xi]N[X2 < Xzlet C3 = [X3 < X2] N[X3 < X4].

X et X3 suivent la loi exponentielle de parametre 1, X, et X4 suivent la loi exponentielle de
parametre 2.

Pour estimer les probabilités des évenements C; et C3, on évalue la fréquence de réalisations de
ces évenements sur un grand nombre de réalisations de X, X, X3 et X4 :

def proba(N):
c2, c3 =0, 0
for _ in range(N):
X1, X3 = -m.log(rd.random()), -m.log(rd.random())
X2, X4 = -m.log(rd.random())/2, -m.log(rd.random())/2
if X2 <= X1 and X2 <= X3:

c2 +=1
if X3 <= X2 and X3 <= X4:
c3 +=1

return c2/N, c3/N

En choisissant N = 100000, on obtient des estimations des probabilités
P(Cy) = 0,5et P(C3) = 0,2
. P(Cy) = P([X2 £ Xi]N[X2 £ X3]) = P(X2 €< min(X1,X3))

et P(C3) = P([X3 < X2] N [X3 € X4]) = P(X3 € min(X3,X4)).
D’apres 1c., min(X1,X3) — £(2) et min(X2,X4) — £(4).

D’apres If., P(X, < min(X;,X3)) = et P(X3 < min(X,,X4)) =

2 1
2+2 1+4°

On retrouve les valeurs estimées sous Python : | P(C,) = % et P(C3) = % .

. L’événement "X, et X3 sont dex creux" est I’événement :

C:NGCy=[Xo < X1 ]N[X2 < X3]N[X3 < X2] N [X3 < Xy
=[Xo < X1]N[X2 = X3] N [X3 < X4].

Or les variables sont a densité donc P(X, — X3 = 0) =0et|P(C2 N C3) =0|.

. L’événément "X, est un creux"” est I’événement C4 = [X4 < X3] N [X4 < X5]
et ’événément "X est un creux" est ’événement Cs = [Xs < X7] N [Xs < Xo]

Comme les variables X; sont indépendantes, | les événements C4 et Cs sont indépendants |.

. On note N la variable aléatoire égale au nombre d creux parmi les 10 variables X4, X3, -+, X40.
1 si X4; est un creux

Pour touti € {1,---,10}, onnote ¥; = ]
0 sinon

D’apres 2b., Y; =& B (%) et, d’apres 3b., les variables Yy, -+, Yo sont indépendantes.

10
On en déduit que [N = > Y; & B(IO,%
i1




