1. D’apres le protocole, on effectue trois tirages avec remise dans I’'urne Uy contenant 1 boule blanche et
2 boules rouges et Y est le nombre de boules blanches tirées dans Uy.
Comme les tirages sont faits avec remise, ils sont indépendants et Y est le nombre de succes (tirer
une boule blanche) dans la répétition de 3 expériences de Bernoulli (tirer une boule dans Uy)

indépendantes de méme parametre 3

On conclut que | Y| < B<3,%> .

2. De la méme maniere, sachant I’événement [Y,, = k] réalisé, I’urne U, contient k boules blanches et
3 — k boules rouges.

La probabilité de tirer une boule blanche est donc k.

3
On en déduit que | la loi de Y, sachant [Y, = k] est la loi binomiale de parametres (3, %) .

3. On utilise la simulation d’une loi binomiale B(3,p) et on fait varier le parameétre p :

import random as rd

def Y(n):
L = [1]
for _ in range(n):

= L[-11/23
y = sum([rd.random() < p for _ in range(3)])

L.append(y)
return L

4. a. D’apres 2., la somme Z]P va=k](Yns1 = J) est ’espérance de la loi 8(3 k )
j=0

3
donc | Y jPry, (Y1 = j) = k.

Jj=0

3
b. Par définition, E(Y,s1) = D jP(Ys = j) or, d’apres la formule des probabilités totales associée
=0
au systeme complet d’événements (SCE) ([Y, = k]) ke[[03]]°

3
P(Yu1 =j) = 2 P(Yy = k)Ppy,-i)(Ynr1 = Jj).
k=0

=0

3
=Y P(Y, = k) (ZjP[Ynk](Yﬂ+1 :j)>
k=0 Jj=0

3 /03
On en déduit que E(Y,:1) = Z](ZP(Y = k)Ppy,—) (Y1 :j)>

3
= Y kP(Y, = k) ce qui est la définition de E(Y,).
k=0

Onabien|E(Y 1) = E(Y,) |

€. On en déduit que la suite (E(Y,)), .y €st constante.

Comme E(Yp) = lonenconclutque:|Vn e N, E(Y,) = 1|

5. On utilise encore la formule des probabilités totales associée au SCE ([Yy = k]) 037

3
bpi1 = P(Yn+1 = 1) = ZP(Yn = k)P[y,Fk](YnH = 1)
k()

et Cppl = Hnm_z)_zymf_kwnﬂ(nﬂ_zy

D’apres 2., Py,-« (Yn+l_])_( )( )(3 k>3]

2
dmmpmﬁmnﬂzl)zk(igﬁ) mpm#mnﬂzz)z(g)(3—m.
On en déduit que Py,—}(Yns1 = 1) = Pry,—)(Yne1 = 2) = Opourk = 0k = 3,

Y1 = 1) = Pry,=21(Ype1 = 2) = % et Py,-1](Yns1 = 2) = Py=1)(Yne1 = 1) = %



On a alors b,y = %b” + %c” etcpl = %b” + %c”.
On abien | Vn € N, bpu + Cnyt = %(b,, +en)l
6. On en déduit que la suite (b, + ¢,),y st une suite géométrique de raison %

donc ¥n € N, by + ¢ = (%)"(bo +co) et lim (b, + c4) = 0.

Comme Vn e N, b, 20etc, 20, onane N, 0<b, <b,+cp.

En passant a la limite, on en conclut que | lim b, = 0 et donc lim ¢, = 0.

7. Sil’événement [Y, = 0] est réalisé alors I'urne U, contient trois boules rouges donc les trois tirages
dans U, donnent nécessairement trois boules rouges et I’événement [Y,,; = 0] est réalisé.

On en déduit que [Y, = 0] < [Y,u+1 = 0]. De la méme maniere [Y, = 3] < [V, = 3].
On en déduit que P(Y, = 0) < P(Ypi1 = 0) et P(Y, = 3) < P(Yys1 = 3).

Onen conclutque : Vn € N, a, < a1 etd, < dp1 2| les suites (a,),oy €t (dn),oy SONt croissantes |.

Comme Vn € N, a, € [0,1]etd, € [0, 1], étant croissantes et majorées,

les suites (@, ),y €t (dn), oy SONt convergentes |.

8. Par définition, Vn € N, E(Y,) = b, + 2c, + 3d, et, d’apreés 4¢., b, + 2¢, + 3d, = 1.

En passant a la limite, et en utilisant le résultat de 6., on obtient }lﬁl}o d, = % .

Comme Vn € N, ([Yn = k]) o377 st un SCE, Vn € N, ap + by + cn+dn = 1.

En passant a la limite, on obtient | lim a, = %

A long terme, | I’'urne ne sera constituée que de boules de la méme couleur

avec deux fois plus de chances que les boules soient rouges |.

9. a. Comme Vk € N, [Yy =0] < [Yi1 =0]et[Yy =3] < [Yi1 = 3],
[T>n]=[Y,=1]U[Y,=2].

Comme ces événements sont incompatibles, P(T > n) = b, + ¢, = (%) ”(bo + co) d’apres 5.

Comme by =letco=0,|Vne N, P(T>n) = (%)n .

b. T(Q) = N* et Vn € N*, -~ ) .
P(T:n):P(T>n—1)—P(T>n):(%) _<%> :(%> (1_%

On en conclut que :

n—1
Vn e N*, P(T =n) = ( - %) % et on reconnait que 7 — g(%) donc E(T) = 3|.




