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1. Soitn € Net Vi € R, £,(t) = Z;C—k,e—f.
=0 K

a. Soitn € N. Comme produit d’une fonction polynéme et d’une fonction exponentielle, f, est
dérivable sur R

et Vi e R, fu(t) = 3 KL= i
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On en duit que V¢ € R}, fr: (t) < 0 donc f, est strictement décroissante sur R..
Etant continue sur R,, f, est bijective de R, vers f(R,).
Comme f,,(0) = 1 et tlﬂg fa(t) = 0 par croissances comparées (polynome-exponentielle),

f» réalise une bijection de R, vers ]0,1] |.

n
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b. Pour tout entier naturel n, la somme ) _ % est la somme partielle de la série exponentielle de
k=0 K-

parametre z. Cette série est convergente de somme égale a e’.
On en déduit que : |Vt € R, r}ypojn(t) =1\

n

2. a. Pour calculer la somme )
k=0

uo=1letvk e N, upq =

k o k P
%, on peut utiliser le calcul de u; = % par récurrence :

t .
e+ 1k
import math as m
def f(n,t):
u, s =1, 1
for k in range(n):
u *= t/(k+1)
s += u
return s*m.exp(-t)

b. Soitn € N. Puisque f, est bijective de R, vers ]0, 1],
vVt e Ry, Vx €]0,1], £3'(x) =t & f.(t) = x.
On utilise donc I’algorithme de dichotomie pour renvoyer une valeur approchée a 10~ pres de
I’unique solution a I’équation f,(t) = x.
On choisit arbitrairement [0, 1000] comme intervalle de départ :

def finv(n,x):
def g(t):
return f(n,t) - x
a, b=20, 1000
while b-a > le-3:
c = (ath)/2
if g(a)*g(c) = O:
a=c
else:
b =c
return ¢

3. X < U(]0,1]) et, pour tout entier n, on pose X,, = f,' (X).
a. On utilise la fonction précédente :
import random as rd
def X(n):

u = rd.random()
return finv(n,u)

b. Soitn € N.
D’apres 1a., X,,(QQ) = R,. Soitr € R,.
P(X, <t) =P, (X) <t) = P(X > f,(t)) car f, est décroissante sur R,.
Donc P(X, < t) =1 —=Fx(fu(t)) = 1 —f,(¢) car f(¢) €]0,1].



1-fu(t)sit>0

On pose alors : | Vi € R, Fy,(t) = :
0 sinon

. Comme f, est continue sur R et f,(0) = 1 donc Fy,(0) = 0, Fx, est continue sur R.

Etant C! sur R sauf peut-étre en 0, | Fy, est la fonction de répartition d’une variable a densité |.

() sit >0

Une densité de X, est alors donnée par : V¢ € R, fx, (¢) =
0 sinon

) t—n‘e‘t sit>0
et, d’apres le calcul faiten 1a., |Vt € R, fx, (1) = n.

0 sinon

. Soitm € N.

L’intégrale I,, = jgw t"e~" dt est impropre en +oo.
Montrons par récurrence que : Vi € N, [, converge et [, = m! :
Initialisation : Iy = I;w e~ dtf converge et Ip = 1 car on reconnait la densité d’une variable de loi
exponentielle.
La propriété est initialisée.
Hérédité : supposons que I,, converge et I,, = m!.
On procede par intégration par parties pour étudier /41 = I;w et dr
Onpose u = ™! ety = -
u et v sont de classe C! sur R, et tlgrg t™le™ = ( par croissances comparées.
Comme I, = I;w t"e™" dt est convergente et I,, = m! d’apres I’hypothese de récurrence,
In41 est convergente et 41 = [—t’"“e‘f]gr)O + (m+ 1).[:)O t"e”'dt = (m+ 1), = (m+ 1)L

La propriété est héréditaire.

Conclusion : | Vm € N, I, converge et [, = m!|.

. . +o0 t”+1 _ 1 1
.Lmtegralej Itfx, ()] dt = j Lot = Lt = Lme)r=n+t.

+o0
0
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D’apres a., ’intégrale I |tfx, (¢)| dt est convergente

donc | X,, admet une espérance et E(X,) = n+ 1|

+00

o n+2
I 2 _ t - _ 1 _ 1 _
L lntegrale J._Do|t an(t)l dr = J.() 76 tdr = HI,HZ = m(l’l + 2)’ = (l’l + 2)(1’[ + 1)
+o0
D’aprés a., I’intégrale I |rfx, ()| dr est convergente

donc X, admet un moment d’ordre 2 et E(X2) = (n+2)(n+ 1).
Comme E(X2) —EX,)* = m+2)(n+ 1) -+ 1> =+ 1)((n+2) - (n+1)),

d’apres le théoreme de Konig-Huygens, | X,, admet une variance et V(X,) = n+ 1|

n
. Montrons par récurrence que : Vn € N*, S, = > ¥; admet pour densité fx, ,
i=1
tn—l
onVre R, fx, ,(t) = (n-1)!
0 sinon

etsit>=0

Initialisation : pourn = lona §; = Y, — &(1)
e'sit>0
donc Vt € R, fs,(t) = ) = fx, , (1).
0 sinon
La propriété est initialisée.

n
Hérédité : supposons que S, = D_ Y; admette pour densité fy, ,
i=1



n+l1
et montrons que S, = Y Y; admet pour densité fx, .

i=1
Or Sps1 = Sy + Yy et Yy, -, Y, sont indépendantes donc S, et ¥,.; sont indépendantes.
Par convolution, S, est une variable a densité dont une densité est définie par :

Vi e R, fs,. () = [ fs,()fr,, (- x) dx.

>0
De plus, fi, (1)fy,. (1—x) £ 0 & 3 S0<x<t
t—x>0

On en déduit que si ¢t < 0 alors fs,,, (1) = 0

X" 1 —i n Tt

. —x —(t—x) _ n— 1 e X
etsit > 0alorsfs,., (¢) = j 0 = 1)’6 e dx = (n—l)' I X (n—l)'[ I ]0.
| Lrersit> 0

On abien Vr € R, fs,.,(t) = n: : la propriété est héréditaire.

0 sinon

n
Conclusion : [ Vn € N*, S, = D ¥; admet pour densité fx, ,
i1

. Comme S, a la méme loi que X,—;, d’apres 4b., S, admet une espérance, E(S,) = E(X,-1) = n,

et une variance, V(S,) = V(X,-1) = n
On en déduit que Y, = = %E(S ») = 1, et une variance,

V(T) = 5 VS =

Y,—1
—.
Jn
D’apres le théoréme central limit, la suite de variables (Y_,,*)neN* converge en loi vers une
variable de loi normale centrée réduite.
Comme 0,99 < Y, < 1,01 & -0, ou‘ <0,01/n < |V,"| <0,01/m,

on en déduit que hm 1 P(0,99 <Y, <1, 01) = hm 1 20(0,01,/n) — 1. On conclut alors que
lim P(0,99 < Y, < 1,01) = 1|

La variable centrée réduite associée 2 Y, estdonc Y,,” =




