Remarque : Il y a une erreur dans 1I’énoncé : G est le gain de Max.

1. On représente 1’urne initiale par la liste [0, 1], dans une boucle for, on utilise la fonction choice du
module random jusqu’a ce qu’on obtienne une boule noire :

import random as rd
def X():
urne = [0,1] # 0 = blanche, 1 = noire
nb_tirage =1
while rd.choice(urne) ==
urne.append(1)
nb_tirage += 1
return nb_tirage

On aurait pu demander une valeur approchée de 1’espérance de X :

def EspX():
N = 1000
return sum([X() for _ in range(N)])/N

2. Je jeu peut s’arréter a n’importe quel tirage a partir du premier : | X(Q) = N*|.

On note N; (resp.B;) : "Max tire une boule noire (resp. Blanche) au i-ieme tirage".

[X=1]=N;doncP(X =1) = %

Soitn > 2, [X=n]=B1 N NBui NN,.

La formule des probabilités composées donne :

P(X =n) = P(B1)Pg,(B2)""Pgn--8,>(Bu-1)Pin--8, (Nn)-

Or P(B1) = &

et Vk € [[2,n — 1]], sachant que B; N -+ N By est réalisé, Max a ajouté k — 1 boules noires dans
I’urne donc I’urne contient k boules noires et une blanche avant le k-ieme tirage.

Ainsi Pg,n...ng,, (Bk) = Ll On en déduitque : P(X = n) = = x % X wee X % X — Zl .

Conclusion : | Vn € N*, P(X = n) = (vérifiée egalement pour n = 1).

(n+ 1)!

X si X est pair
3. |G= P ou encore G = (—1)*X|.
—X si X est impair

4. a. i =m+Dn-(n+1)+1|
b. G(Q) = {(-1)"n,n e N*}.

D'apres le théoréme de transfert, G admet une espérance si, et seulement si, la série
> (-1)"nP(X = n) est absolument convergente.

OrVn € N*, |(-1)"nP(X = n)| =

_ (n+1)n-(n+1)+1
(n +1)v Bl (n+1)!
1 _ 1 1

= - + .
n—-1)! n!'  (n+1)!
On reconnait les termes généraux de séries exponentielles convergentes donc

d’apres a.

G admet une espérance |.

De plus, E(G) = X -1)"nP(X = 1) = 3(-1)" (W - )

n=1 n=1
Z(l_) Z(l) Z(l_) 32(1‘)

Ainsi, | E(G) = 13|,

5. On admet que G admet une variance non nulle et on note V(G) = o2.

On remarque sur le graphique une convergence de la suite des moyennes empiriques G, vers une
valeur négative de I’ordre de —0, 1.



Les variables étant indépendantes et de méme loi (celle de G), la loi faible des grands nombre permet
d’affirmer que la suite des moyennes empiriques G, converge en probabilité vers I’espérance

EG)=1- i ~ —0.104. | Cela semble normal |.

6. a. Ennotant (X ); une suite de variables indépendantes toutes de méme loi que G, on a
G, =1 ZX

i=1
On sait que E(X;) = m = ietV(X-) = o2 donc E(G,) = m = ietV(G ) =S~

G
On a aussi G} =

" et le théordme central limit permet d’affirmer que (Gj;), converge en

ﬁ
loi vers une variable de loi AV(0,1) donc Va € R, une approximation de

P(-a < G} < a) = P(|Gy| < a)est| P(—a < G}, < a) = 20(a) — 1 |ou ® est la fonction de
répartition de la loi N(0, 1).

b. Comme P(—a < G} < a) = (Gn - %a <m 0+ —a)

Pour avoir une probabilité supérieur ou égale a 0,95 il faut donc que
20(a) -1 > 0,95  a > ©7'(0,975).
La calculatrice ou Python nous donne ®~'(0,975) ~ 1,96.

On obtient alors P(Gn - 1,96% <m<G,+ 1,96%) > 0,95.

Pour ¢ > 0 donné, il suffit de choisir n tel que 1,962 < ¢ soit |n > 1,90 |

i €




