
1. La fonction f est positive sur R et continue sur R sauf en 0.
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��
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�� dt
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I�x� � 1 donc l’intégrale I est convergente.

On conclut que f est une densité de probabilité .

2. Comme 1 � 1
1 � x

� x
1 � x

, d’après ci-dessus,

la fonction de répartition de X est définie par : �x � R, F�x� �

x
1 � x

si x � 0

0 sinon
.

3. a. On a V � U
1 � U

� 1
1 � U

� 1. Comme U��� � �0, 1�, V��� � R�.

Soit x � R�. P�V � x� � P U
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� x � P�U � x�1 � U�� car 1 � U est positive

� P�U�1 � x� � x� � P U � x
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car 1 � x � 0.

Comme U � U��0, 1�� et �x � R�, 0 � x
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.

On pose alors �x � R, FV�x� �

x
1 � x

si x � 0

0 sinon
et on reconnaît la fonction F.

Ainsi la fonction de répartition de V est égale à F .

b. Deux variables qui ont même fonction de répartition ont même loi donc pour simuler X il suffit
de simuler V � U

1 � U
où U � U��0, 1�� :

4. a. i. On utilise la fonction X�� de 3b. : on initialise k à 0, tant que X � k, on incrément k de 1 :

ii. Oen calcule la moyenne d’un grand nombre de réalisations de Nn :

b. Soit n � N. �Nn � n � 1� � �
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n

�Xk � k� donc, par indépendance des variables Xk,

P�Nn � n � 1� � �
k�0

n

P�Xk � k�.

Or �k � �0, 1,�, n�, P�Xk � k� � 1 � P�Xk � k� � 1 � F�k� � 1 � k
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.

On en déduit que �n � N, P�Nn � n � 1� � �
k�0

n
1

1 � k
� 1

�n � 1�!
.

On a �Nn � 0� � �X0 � 0� � 0 et �k � �1,�, n�, �Nn � k� � �
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(valable aussi si k � 0).

On a bien : �k � �0, 1,�, n�, P�Nn � k� � k
�k � 1�!

.



c. i. L’univers image Nn��� � �0,�, n � 1� est fini donc Nn admet une espérance et, par

définition, E�Nn � 1� � �
k�0

n�1

�k � 1�P�Nn � k�. On en déduit que
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On a bien : �n � N, E�Nn � 1� � �
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.

ii. Par linéarité de l’espérance, E�Nn� � �
k�0

n�1
1
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k!

est le terme général de la
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5. a. Soit n � N et x � n. �Yn � x� � 	
k�0

n�1

�Nn � k� � �Xk � x� . Comme x � n, �k � n,

�Nn � k� � �Xk � x� sont incompatibles donc il reste �Yn � x� � �Nn � n � 1� � �Xn�1 � x�.

On a bien �Yn � x� � �X0 � 0� � �X1 � 1� �� � �Xn � n� � �Xn�1 � x� .

b. Tout d’abord, comme �k � N, Xk��� � R�, Yn��� 	 R
�. Soit x � R�.

D’après ci-dessus, si x � n alors, d’après 4b. et par indépendances des variables Xk,
P�Yn � x� � 1

�n � 1�!
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.

Si x � n, à l’aide de la formule des probabilités totales avec le système complet d’événements

��Nn � k��k��0,�,n�1�, on obtient P�Yn � x� � �
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Or P��Nn � k� � �Yn � x�� � P��Nn � k� � �Xk � x��.
Si k � 0 alors P��Nn � 0� � �Yn � x�� � P��X0 � 0� � �X0 � x�� � 0.
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.
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Si k � x alors �x � Xk � k� est un événement impossible donc P��Nn � k� � �Xk � x�� � 0.
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Comme P�Yn � x� � 1 � P�Yn � x�, on pose : �x � R,

FYn�x� �

0 si x � 0

1 � 1
�
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� x
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�
k�
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si 0 � x � n

1 � 1
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.



c. FYn�0� � 0 donc la fonction est continue en 0.

FYn�n� � 1 � 1
�n � 1�!

� n
1 � n

1
�n � 1�!

� 1 � 1
�n � 1�!�n � 1�

donc la fonction est continue

en n.
Étant continue par ailleurs, FYn est continue sur R.
On en déduit que FYn est la fonction de répartition d’une variable à densité et donc, que

la variable Yn est une variable à densité .


