1. La fonction fest positive sur R et continue sur R sauf en 0.

L’intégrale I = rwf(t) dr = J.M a dr )2
- 0 +t

I(x) = |:— 1 :|Z ~1--—L . or lim I(x) = 1 donc I'intégrale / est convergente.

est impropre en +oo0. Soitx € R* et I(x) = J (1 " )72
o (1+¢

1+1¢ 1+x

On conclut que | fest une densité de probabilité |.

2. Comme | — —L— = — X daprés ci-dessus,

1+x 1+x’

X
la fonction de répartition de X est définie par : Vx € R, F(x) = I+
0 sinon

six >0

__ v __1 _ _ _ o+
3. a. OnaV= -0 - 1-0 1. Comme U(Q) = [0,1[, V(Q) = R".

Soitx € R*. P(V<x) = P( I ijU < x) = P(U < x(1 —U)) car 1 — U est positive

=P(U(1+x)<x)=P(U< x )car1+x>o.
X

1+x
+ < < X — X - X
Comme U < U([0, 1]) et Vx € R*, 0 < 45— < 1, P(U 1+x> FU<1+X> L
X _Six>0
On pose alors Vx € R, Fy(x) = 1+ x et on reconnait la fonction F.
0 sinon

Ainsi | la fonction de répartition de V est égale a F|.

b. Deux variables qui ont méme fonction de répartition ont méme loi donc pour simuler X il suffit

de simuler V = I E]U ou U <= U([0,1]) :

import random as rd
def X():
U = rd.random()
return U/(1-U)

4. a. i. On utilise la fonction X() de 3b. : on initialise k a 0, tant que X > k, on incrément k de 1 :
def N(n):
k=0
while k <= n and X() > k:
k += 1
return k

ii. Oen calcule la moyenne d’un grand nombre de réalisations de N,, :

def espN(n):
S = 1000
return sum([N(n) for _ in range(S)])/S

n

b. Soitn € N. [N, = n+ 1] = (|[Xx > k] donc, par indépendance des variables X,
k=0

P(N, =n+1) = f[P(Xk > k).
k=0

ce = — = - = - k = 1
Or Vk € {0,1,---,n}, P(Xx > k) =1 -P(Xy < k) =1-F(k) =1 T+k 1+k’
cdu _ B S
On en déduit que |Vn € N, P(N, =n+1) g 1+k  (m+D![

k-1
Ona[N,=0]=[Xo<0]=0etVke{l,---,n}, [Ny =k] = (ﬂ[X,- > i]) Xk < k]
i=0
k-1
donc P(N, = k) =[] L, _k 1, _k (valable aussi si k = 0).
i=0

T+i 1+k &k~ 1+k

Onabien:|Vk € {0,1,---,n}, P(N, = k) = (k+k1)v '




C. i. L’universimage N,(Q2) = {0,---,n + 1} est fini donc | N, admet une espérance | et, par

n+1

définition, E(N, + 1) = Y_(k + 1)P(N, = k). On en déduit que
k=0

okt Dk a2 1 nt 1 51, 1
EWNa+1) = 2 K+ )l et ) _g(k—1)!+(n+1)!+(n+1)v 302N

n+l

Onabien:|Vn e N, E(N, + 1) =Z% )
=0 K

n+l
1

ii. Par linéarité de ’espérance, | E(N,,) = Z — —1|. Comme T est le terme général de la

n+1

série exponentielle de paramétre 1, lim Z 2] = % =eet|lim E(N,) = e— 1]
o K-

n+l

5. a. Soitn € Netx > n.[Y, > x] U[ n=k]N][ Xk>x]:| Comme x > n, Vk <

[N, = k] N [Xk > x] sont 1ncompat1bles doncilreste [V, > x] =[N, =n+ 1] N [Xp1 > x].
Onabien|[Y, >x]=[Xo>0]N[X: > 1]N---N[Xy >n]N[Xu1 > x]|

b. Tout d’abord, comme Vk € N, X;(Q) = R", ¥,(Q) < R*. Soitx € R*.
D’apres ci-dessus, si x > n alors, d’apres 4b. et par indépendances des variables X,

_ | =
P> = iy U FO) = iy

Si x < n, al’aide de la formule des probabilités totales avec le systeme complet d’événements
n+1

(INw = kD)0 13> ON Obtient P(Y, > x) = 3 P([N, = k] N [Y, > x]).
=0

Or P([N, = k] N [Yn > x]) = P((N» = k] N [Xx > x]).

Si k = 0alors P([N, = 0] N [Ya > x]) = P([Xo < 0] N [Xo > x]) = 0.

Sik=n+1lalors P((N, =n+1]N[Y, > x]) = P((ﬂ[Xk > k]) N[ X1 > x])
k=0

_ 1 _

= W(l - F(x)) =

Sil <k<mnalors P([N, = k] N[Xk > x]) = ((ﬂ[X >l>ﬂ[x<Xk<k]>

1
(n+1)I(1+x)°

Si k < x alors [x < Xj < k] est un événement impossible donc P([N, = k] N [Xx > x]) = 0.
Sik > x, c’est-a-dire si k > | x |+ 1

_ X
alors P([N, —k]n[xk>x])_ 27 (F(b) = F(x)) = k' 1+k 1+x>
- 1
Donc P(Y,, > x) = kuﬂ <1+k 1+x>+ GTDTR
_ Y k  _ _x - 1 1

k:g%ﬂ (k+1)!  l+x ,FEH kT (n+ D1 +x)

- (1 1 x 1 1
= o - -+
k=LZx}+1(k! (k+1)!) 1+x Hzxiﬂ k' (n+ D1 +x)
- (L1 (-1 \ sy L 1
2 (k! (k+1)!) (1 1+x>k§+1 s D41

k=[x +1

n+l

_ 1 __x 1
o (x]+ 1) 1+xka‘+1 k!

Comme P(Y x) =1—-P(Y, > x), onpose : Vx € R,
0 six <0

n+l

- 1 X Lsio<x<
Frx)=< 1 (ij+1)!+1+xk=§+lkz sl0<asn

1
C (n+ D1 +x)




C. Fy,(0) = 0 donc la fonction est continue en 0.

—1_ 1 n 1 1 1 . )
Fy,(n) =1 G+ 1) +To TS 1 CENCES) donc la fonction est continue
en n.

Etant continue par ailleurs, Fy, est continue sur R.

On en déduit que Fy, est la fonction de répartition d’une variable a densité et donc, que

la variable Y, est une variable a densité |.




