1. La seule chose qui compte pour les boites A et B, c’est le nombre de pastilles qu’elles contiennent. On
effectue au plus 2N tirages et on s’arréte dés que 1’on choisit une boite vide :

import random as rd

def X(N):
a, b=N, N
for _ in range(2*N):
if rd.choice(['A','B']) == 'A':
if a == 0:
return b
else:
a -=1
else:
if b == 0:
return a
else:
b -=1

return max(a,b)

2. Xy peut prendre la valeur O s’il ne reste plus qu’une pastille et qu’on choisit la boite qui la contient.
Xy peut prendre la valeur N si on choisit a chaque tour la méme boite.

Toutes les valeurs intermédiaires sont possibles donc | Xy(Q) = [[0,N]] |.

3. a. Soitk € [[0,N]].

L’événement [Xy = k] est réalisé si, et seulement si, on choisit N fois I’une des deux boites et
N — k fois 1’ autre boite.

On effectue donc 2N — k tirages indépendants au cours desquels on choisit N fois une boite
(succes de probabilité %) et N — k I’autre boite (échec de probabilité %).

On reconnait un schéma binomial et donc P(Xy = k) = ( ZNN_ k ) <%>N<%>N k.

On abien : | Vk € [[0,N]], P(Xy = k) = <2N_k>(%>m_k .

b. Pourk=N+1, (ZN (N+1)) (N_1>—0

Comme Xy(Q) = [[O,N]], Py =N+1)=0:
la relation précédente est vraie pour k = N+ 1 |.
4. Soitk € [[0,N]].
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Comme 2N —k =2N+1—-(k+1),
onabien:|Vk € [[O,N]], 2(IN-k)P(Xy =k) = 2N+ 1)PXy =k+1)—(k+ ))PXn=k+ 1)

5. Comme X N(Q) = [[0,N]], Xy admet une espérance
N-1

et E(X,) = ZkP(XN =k) = Z(k+ DPXy =k+1)

%:[(ZN+ DPXy =k+1)=2(N-k)P(Xy = k)]
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= 2N[P(Xy = N) - P(Xy = 0)] + |:ZP(XN =k)—P(Xy = 0)} + 2|:2N:kP(XN = k) = NP(Xy = N)

k=0 k=0
= 2NP(Xy = N) = 2NP(Xy = 0) + 1 — P(Xy = 0) + 2E(Xy) — 2NP(Xy = N)



On en déduit que | E(Xn) = QN+ 1)P(Xy =0) — 1.

. OnaalorsE(XN)=(2N+1)(2]<,V><%>2N—1=(2N+1)(2N) ( >2N

En utilisant I’équivalent fourni, on a:
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. De maniére analogue a ce qui a été fait dans la question 3.

Y ne peut pas prendre la valeur O car sinon, on aurait déja arréter les tirages mais prendre la valeur 1
s’il ne reste plus qu’une pastille en tout.

Yn peut prendre la valeur N si on choisit a chaque tour la méme boite.

Toutes les valeurs intermédiaires sont possibles donc Yn(Q2) = [[1,N]].

Soit k € [[1,N]].

[Yn = k] est réalisé si, et seulement si, au cours des 2N — k — 1 premiers tirages, on a choisit N — 1
fois I’'urne A (ou B), N — k I’urne B (ou A) puis on choisit une derniere fois I’urne A (ou B).

On en déduit que P(Yy = k) = ( 2N~ k—1>( )Nl( )Nkl

On aalors: | Vk € [[1,N]], P(Yny = k) = 2N — k_1>< >2Nk.




