1. Chacun des £ clients chosit au hasard un fournisseur. On crée la liste L de longueur n de sorte que L[i]
soit égal au nombre d’ordinateurs vendus par le fournisseur i + 1 :

import random as rd
def LXi(n,k):
L = n*[0]
for _ in range(k):
i = rd.randint(0,n-1)
L[i] += 1
return L

2. Soiti € [[1,n]] etk € N*.
. 1 si le j-ieme client choisit le fournisseur i
Pour toutj € [[1,k]], on pose C; = )
0 sinon

Les variables C; sont 1ndependantes (les choix des clients sont indépendants) et suivent toutes une
méme loi de Bernoulli B( ) puisque le choix d’un fournisseur se fait au hasard.

On a alors Xy = 2 C;j et | Xi suit une loi binomiale de parametres (k, 7) .
=1
3. Comme il y a n fournisseurs, pour que tous les fournisseurs aient vendu au moins un ordinateur, il faut
au moins # clients.

Ainsi, pour k > n, [T = k] est réalisé si, et seulement si, k est le plus petit entier tel que :
Vie [[1,n]], X #0 :

def T(n):
k =n
while 0 in LXi(n,k):
k += 1
return k

4. Soitn = 3 et Ay : "au moins un fournisseur n’a pas vendu d’ordinateurs aux k premiers clients".
a. Ay estréalisé si I'un des trois fournisseurs a vendu 0 ordinateurs aux k premiers clients :

A = [ X = 0] U [Xx = 0] U [X3 = 0] |.

3
b. On en déduit que P(Ax) = P(U[X ik = 0]). La formule du crible de Poincaré donne :
i=1

3 3
P(A) = D P((Xi = 0]) - D P([Xi = 01N [Xi = 0]) + P([Xu = 0] N [Xn = 0] N [X3x = 0]
=1

1<i<j<3

k
Comme les variables Xz, X2 et X3; suivent la méme loi B(k, %) P([Xik =0]) = (%) .

1 k
De plus, P([X1x = 0] N [Xak = 0]) = P(Xx = k) = (§>

et P([Xx = 0] N [Xax = 0] N [Xa = 0]) = 0. On a bien : | P(A) — 3(%)"—3(%)" .

c. D’apres 3., | T(Q) = [[3,+o[[ |
d. Comme [T > k] = Ay, et P(T = k) = P(T > k—1) - P(T > k),

onabien:|Vk >3, P(T = k) = P(Ac1) — P(Ak)
e. D’aprésb.,onaVk>3,P(T=k):3(§> 3( )kl 3(%)
() (o)
) —1

Finalement : |Vk > 3, P(T = k) = (%)H 2(

Vk > 3, kP(T = k) = k(l)k_l - 2k(l>k_1.
2

On reconnait les termes generaux de séries geometrlques de raison ? et = 3 donc conver gentes.

Ainsi | T admet une espérance




E(T)_ZkP(T k) = i(k(%)k_l—zk(%)k_l) (( )kl—zk( >k1)+1

1:E(T)—17.

_Zk< ) 2];/((%)]“ (1_;> (1_% -

. Soitk € N*.

Par définition des variables aléatoires, [Y; = 1] est réalisé si, et seulement si, X = O.
k
Comme X, suit une loi binomiale de parametres (k, %) PXy =0) = (1 - %)

On en déduit que | Y; suit une loi de Bernoulli de parametre (1 - %)

. Par définition de la variable Y, Y = ) Y,.
pa

o . Z 1\*
Par linéarité de 1’espérance, E(Y) = D> E(Y;) etdonc | E(Y) = n(l - ﬁ>
i1

. Comme Y| = 0 si le fournisseur 1 a vendu des ordinateurs et X = O si le fournisseur 1 n’a pas vendu

d’ordinateur, leur produit | XY est la variable nulle |.
. Soiti € [[2,n]].
a. Daprés 2., X © B(k,%) donc (XY:)(Q) = [[0,k]].
Soitj € [[0,k]].
La formule des probabilités totales avec le SCE ([Y; = 0],[Y; = 1]) donne :
PXY; = j) = P(Yi = 0)Py-0)(XY: = j) + P(Yi = 1)Pry-n(XY; = j).
1\* 1)*
Or P(Y; = 1) = P(Xy = 0) = (1 - ﬁ) etP(Y; =0)=1- (1 —7) .

O0sij+0
De plus, sachant [Y; = 0] réalisé, [XY; = 0] est réalisé donc Py-o1(XY; = j) = { /

Enfin, Ppy-1j(XYi = j) = Py-n(X =j) = (f)(%y(l - %Y_j'
On en déduit que | P(XY; = 0) = 1 - (1 - %)k + (1 - %)21{

vje Al Por =) = (1- 1) () (1) (- 5"}

b. D’apres le théoréeme de Konig-Huygens, cov(X,Y;) = E(XY,) — E(XX)E(Y1).
On sait déja que E(X) = % car X — B(k, %)

et E(Y)) = (1 - %)kcar Y, & B((l —%)k)

On calcule maintenant EXY 1) en utilisant sa définition :

EQXY)) = SPXY: =) - ZJ( -B'()E) -+

P
k

R -B e (3) -1(4)

:(1—% k%jz;( ;1)(%)KI—%)k_lﬂenposantj<—j—1

=<1—% k%car(%+(1—%>>k_lzl

k k
On a alors cov(X,Y)) = (1—%) %—%(1—%) soit | cov(X, Y1) = 0|.

-t

€

1sij=0

€. Onremarque que si le fournisseur 1 a vendu tous les ordinateurs alors le fournisseur i n’en a pas
vendu donc I’événement [X = k,Y; = 0] est I’événement impossible, et P(X = k,Y; = 0) = 0.

k k
Par ailleurs P(X = k) = (%) +0etP(Y; = 0) = 1—(1—%) +0cark > 0.

On en conclut que | les variables X et Y; ne sont pas indépendantes |.




