1. a. Sous réserve de convergence de la série double,

+00 400 +00 400

> PA=iB=j)=>Yp1-p)T =p Z(l -p)~ 12(1 -p) .

i=1 j=1 i=1 j=1
On reconnait des séries géométriques de raison 1 —p €]0, 1| donc convergentes.

+00 +00 2
Ainsi, | la série double est convergente et D> P(A = i,B = j) = pz(ﬁ) )
i1 j=1 - (=

)
Onabien:|Y > PA=iB=j)=1|

i=1 j=1

La premiére loi marginale du couple (A, B) est donnée par :
+00

Vie N, P(A=1i)=>P(A=iB=j)=p*(1-p)"" ff(l -p) .
=1

Jj=1

Ainsi:|Vie N*, PA=i) =p(1-p) ' etA = G(p) |

Fonction classique du cours :

import random as rd
def A(p):
a =1
while rd.random() > p:
a+=1
return a

On calcule la fréquence de réalisation de I’événement "A est pair" pour un grand nombre de
réalisations de A :

def proba A pair(p):

N = 1000
c=20
for _ in range( ):
if A(p) % 2 == 0:
c += l
return c/N

. On note D I’événement "A est pair".

P(D) = Zj:P(A = 2i) = ;:p(l -p)* " =p(1 —p)ijl((l -p)?)"

1 _p(-p)
1-(1-p)* pR2-p)’

=p(l-p)

Ainsi, | la probabilité de 1’événement "A est pair" est P(D) = 2% .

2. Soit (E) : y" +Ay' + B%y = 0.

a.
b.

L’équation caractéristique de (E) est (C) : x*> + Ax + B> = 0 dont le discrimanant vaut A = A?

—4B?

Si A > 0 alors (C) admet deux racines réelles distinctes

A+ JA? —4B? A— JA? - 4B?
ry = — 3 etr, = — 3
alors 3(A,u) € R? | Vi e R, y(t) = Ae"" + pe™'.
Si A = 0 alors (C) admet une unique racine réelle ro = _4

2
alors 3(A, u) € R? | Vt e R, y(t) = (At + p)e’".

Dans ces deux cas, les racines ro, r; et r, sont presque siirement négatives donc th£n y(t) = 0.
—+00

Si A < 0 alors (C) admet deux racines complexes conjuquées

A +iyJ4B? — A? A—iJ4B? — A?
2

ry = — 3 etrp, = —

A [AR2 _ A2 [AR2 _ A2
alors I(A,u) e R? | Vie R, y(t) =e 2 t()tcos(%t) +usin(%t>>.
La aussi, tlgrg y(t) = O car —% est presque sirement négative.




On en conclut effectivement que | les solutions de (E) sont presque stirement bornées sur R |.

. A=0 o A = 2B car A et B sont a valeurs positives.

+00 o .
Donc P(A = 0) = P(A =2B) = Y_P(A =2j,B=j) = p>>.(1-p)¥?
j=1 J=1

_ ooy 3y pPd-p)  _ pP(l-p)
P p)j;((l 128 TSl

Conclusion : | P(A = 0) = p(l_—p)z .
3-3p+p

i V= (LY 4L _ 1
i. p(1-p)=p-p (p 2) +4d0ncp(1 p)<4.

s . Z—i _i 2 i + i
ii. 3-3p+p° = 4+(p 2) > 4donc3_3p+p2 < 3

Onaalorsp(l—_p)2 < 1. Onabien P(A=0) <
3-3p+p 3

. Comme P(A =0) = p(l——p)z’ on étudie sur ]0, 1 la fonction f définie par :
3-3p+p
2
Vx €]0,1], = X=X
x €10 1L Ax) 3-3x+x2

1
3|

(1 -2x)(3-3x+x%) - (x —x?)(-3 +2x)

fest dérivable sur ]0,1[ et Vx €]0,1[, f'(x) =
(3= 3x+x2)*

Le signe de f'(x) est donné par le signe du numérateur
N(x) = (1-2x)(3-3x+x?) + (x —x>)(3 - 2x) = 2x> — 6x + 3.

Le discriminant de N(x) est 12 donc ses deux racines sont a@ = _2‘5 etp = 3 +2‘/§ .
a €]0,1[ et f > 1 d’ou le tableau de variations de fsur ]0, 1[:

X 0 a 1

f'(x) + 0 -

fa)
f / N\
0 0
: 3-43
On en conclut que | P(A = 0) admet un maximum pour p = 5
2

t i tfla) = 22—
et ce maximum vaut f(a) Yy
Comme « est racine de 2x*> — 6x + 3, a? = 30 — % donc fla) = % (—2(1 + %) =1- %a.

Le maximum de P(A = 0) est égal a 2? -1=0,155|




