1sii=j
D’aprés la définition des polyndmes L1, L, et L, | V(i,j) € {1,2,3}*, Li(a;) = { 04 /
s1mnon

Soit £ = {L],Lz,L},}.

Montrons que £ est libre : soit (a, 8,7) € R>.

alL; + BL, +yL; =0 & Vx € R, aL;(x) + L2(x) + yL3(x) =0

En particulier, en choisissant x = a;, x = a, puis x = a3, on obtientd’apres 1., = f =y = 0.
Onamontré alL; + BLr +yLz =0 =>a = =y =0 : Lestlibre.

Comme card(L) = dimR,[X] = 3, étant libre, | £ est une base de R,[X]|.

Comme L est une base de R,[X], le polyndme 1 se décompose de maniere unique dans cette
base.

Autrement dit : 3!(a, B,7) € R*> tel que aL; + BLy + yL3 = 1.
En évaluant en a;, a; puis as, onobtienta = f =y = 1.
Conclusion : |L1 +Ly+1L3=1 |

3 3
Soit H = Y_h;L; alors H € Ry[X] et Vj € {1,2,3}, H(a;) = >_h;Li(a;) = h; d’apres 1.
i=1 i=1
Montrons que H est unique : soit P € R,[X] tel que Vj € {1,2,3}, P(a;) = h;.

Alors le polyndme H — P € Ro[X] et Vj € {1,2,3}, (H—-P)(a;) = 0.

Ainsi, H — P est un polyndme de degré inférieur ou égal a 2 qui admet trois racines distinctes,
donc H—- P = 0soit H = P.

3
Conclusion : | H = >_ h;L; est I'unique polyndme de R,[X] tel que Vj € {1,2,3}, P(a;) = h;|.

i=1

Onposea; = -1, a, = letasz = 3.
On définit les trois fonctions polyndémes L, L, et L3 correspondantes.

Pour quelques fonctions % (sin, exp...), on définit la fonction polyndme H et on vérifie que
Vj e {1,2,3}, H(a;) = h(aj) :

al, a2, a3 = -1, 1, 3
def L1(x):

return (x-a2)*(x-a3)/((al-a2)*(al-al3))
def L2(x):

return (x-al)*(x-a3)/((a2-al)*(a2-a3))
def L3(x):

return (x-al)*(x-a2)/((a3-al)*(a3-a2))

import math as m
def h(x):
return m.sin(x)
def H(x):
return h(al)*L1(x)+h(a2)*L2(x)+h(a3)*L3(x)
for x in [al,a2,a3]:
print(h(x) == H(x))

3. Soit 4 € R. Si A est valeur propre de falors 3x € E | x # O et f(x) = Ax.
On a alors R(f)(x) = (f—a1id) o (f — azid) o (f— aszid)(x) = (A —a1)(A —a2)(A —a3)x.
Comme R(f) =0etx+0,ona(A—a;)(A—az)(A—a3) =0.

4.

On conclut que | si A est valeur propre de falors R(1) = O donc A € {ai,az,a3} |

a.

Comme a;, a; et az sont trois valeurs propres distinctes de f

la juxtaposition des bases B, B> et B3 des sous-espaces propres associés est une partie libre de E

Par définition des polynomes Ret L, ona|R = (a; —az)(a; —a3z)(X —ai)L, |.

c. Comme R(f) = 0et (a1 —az)(ar —a3) # 0, ona (f—aiid) o Li(f) = 0.

On en déduit que : Vx € E, f(Li1(f)(x)) = ai1Li(f)(x).
Onabien:|Vx € E, Li(f)(x) € E1 |




d. D’apres e, Ly + Ly + Lz = 1 donc Ly (f) + Lo(f) + Ls3(f) = id.
On en déduit que : Vx € E, Li(f)(x) + Lo(f)(x) + L3 (/) (x) = x.
De la mé&me maniere que ci-dessus, on pourrait montrer que :
Vx € E, Ly(f)(x) € Ex et L3(f)(x) € Ej3.
On sait alors que L (f)(x) se décompose dans la base B,
L>(f)(x) se décompose dans la base 3,
et L3(f)(x) se décompose dans la base Bs.
On en conclut que tout vecteur x de E se décompose dans la famille constituée de la juxtaposition

des bases B, B, et B :|la juxtaposition des bases B, 3, et B3 est une famille génératrice de E |.

e. D’apres a. et d., la juxtaposition des bases B1, B et B3 est une famille libre et génératrice de E :
c’est une base de E.

On en déduit qu’il existe une base de E constituée de vecteurs propres de f :

fest diagonalisable |.




