(d) En utilisant les résultats de la question 4, on a :

Corrigé du DM 1 : Complexes - Fonctions

v = /1 +sin(20)+i\/1 — sin(20) o /(cos 0 + sin 0)2+i+/(sin @ — cos 0)> e \/2 cos? (0 — %)4—2‘\/2 sin? (0 — %

D’apres la question précédente :

) g_r g_m) = —i(0-T) io<r<™
Exercice 1 : Complexes V2eos (0= §) —iv2sin (0 - §) = v2e si0szsy
v=14+v2cos (0 — %) +iv2sin (0 7§):\/§e“g_1) sizTgagi
L (a) —V2cos (0 — Z) +iv2sin (0 — Z) = v2e'" e—i0-1) ﬂei(%’g) si 3o
1 |import numpy as np 5. En utilisant le résultat de la question 3.
2 0\ il
3 |def module(a,b): 2cos(3) e (2) e; = v/2cos (g) ei(%’% si0<e<§
4 return np.sqrt(a**2+b**2) \/ﬁe”w*Z)
b) O It dule d st 1 tient des modules d t i sont écrits sous f lgébrique. 2) ¢i% )
(b) On remarque que le module de z est le quotient des modules de u et v qui sont écrits sous forme algébrique L 2cos(2)e ®  Beos (%)e’(_i*&) PP
1 |def moduleZ(theta): N
2 modU = module (1 + np.cos(theta), np.sin(theta)) on 8
3 modV = module(np.sqrt(l+np.sin(2*theta)),np.sqrt(1-np.sin(2*theta))) QCOS(f)eZ = 2cos(g)ei(37€*57ﬂ) si 3T <o
4 return modU / modV \/gei(%”—e) 2 4
2. EOn a: —1 <sin(20) < 1 donc 1+ sin(20) < 0 et 1 —sin(20) > 0, donc v est bien défini.
De plus, .
v=0 < 1+sin(20)=0 et 1—sin(20)=0 < sin(20)=—-1 et sin(20)= Exercice 2 : Ftude de fonction
Le complexe v est donc non nul, si bien que le complexe z est bien défini.
‘Les complexes v et z sont bien définis. ‘ 1. Ensemble de définition 2 de la fonction f :
3. Ona: .
) ) ) Soit x € R.
w=1+cosf+isind=1+e? = et (eL%+e_’%) = QCOS(%) i%
Euler 1-2#0 41 #1 #1
z
D’autre part, pour 8 € [0, 7[, cos (§) > 0. f est définieen 2 & 14z * ) o *
—~ >0 (I+2)(1—2)>0 z? <1 —l<z<1
‘ donc : I'écriture de u sous forme exponentielle est u = 2 cos (%) e'z. 1-
4. (a) En développant (sin + cos6)? et en utilisant la formule de duplication de sin, on a bien : Donc 9 =] —1,1[.
(sin @ + cos0)? = sin” @ + 2sin @ cos O + cos® § = 1 + sin(26).
2. Montrons que f est impaire sur 2 :
‘Donc 2 1+5in(20) = (sin 0 + cos 0)*, ‘ L’ensemble de définition & de f est symétrique par rapport & 0. De plus,
(b) On utilise la formule de Fresnel : Iz 14
Ve, f(-z)=((-2)-1)h(—)=-(2>-1) = —f(x).
1 1 1+ 11—z
sin6+cost9:\/§<ﬁsin9+ﬁcos€>:\/i(cosﬁcos§+sin951n%):\/icos(b'f%). . ’
De la méme maniére, on montre que : sin — cos6 = v/2sin (6 — 5 ).
‘Donc i sinf + cosf = v2cos (0 — %) et sinf — cos = v/2sin (0 — T). ‘ 3. (a) Continuité de f sur [0,1]:

(c) Soit z € [0, 7.

La fonction f est continue sur son ensemble de définition en tant que produit de composées de fonctions
™ ™ T :
—2) > __ <p—— continues.
cos(a: 4)/0 & JkeZ, 2+2k7r\z 1S 2+2k7r .
onc f est continue sur [0, 1]. |
& ez, —§+2kw<m %T—G-Zkﬂ f 0.1
& 0<r< ?%r avec égalité pour z = %’ (b) Prolongement de f par continuité au point 1 :
” ﬂ_ . On calcule la limite de f en 1. C’est une forme indéterminée de type « 0 x 0o ». On recherche un équivalent en
De la méme maniére, pour z € [0, 7[ : sin (z — Z) >0 & 1 < o < 7, avec égalité pour z = 1 posant x = 1 —h avec h > 0 :
1+(1—h) In(2—nh
z 0 /4 3r/4 T f(1=h) = ((1=h)?>=1)In <ﬁ> = (=2h+h?) (In(2 = h) — Inh) = (=2h+h?)x (= Inh) [1 - W) .
cos (z — %) + + 0 — Donc :

f(1—=h) ~o 2hInh.
sin (z — F) — 0 4 + Par croissances comparées,

111}1{17 f@) = hl—IEJlJr fa=n =0



4.

%

9.

‘ Donc f est prolongeable par continuité en 1 en posant f(1) = 0. ‘

(a) Dérivabilité et dérivée de f sur 2 :

La fonction f est le produit de composées de fonctions dérivables sur leurs ensembles de définition.
Donc f est dérivable sur Z et :

2
b 1+z 2 (1—x)?
Vreg, f(.l)72mln<m)+(1 —I)XW
1—2

Donc : Vz € 2, f’(m):?a:ln(iJrI) -2
-z

(b) Dérivabilité de fen1 :
On pose z =1 — h, avec h > 0. On a montré que :

fA=h) - f1)

~g—2Inh — +oo
—h h—0+

‘ f n’est pas dérivable en 1 et sa courbe présente en 1 une tangente verticale.

Remarque. On reprend ici Péquivalent trouvé a la question 3.(b). L’étude du taux d’accroissement en 1, sans
changement de variable, permet également de conclure directement par opérations sur les limites.

(a) Variations de g sur ]0, 1] :

La fonction g est dérivable sur ]0, 1] en tant que somme et composée de fonctions dérivables, et :

2
) oy A=z 1 2 1 2?41
vV e]0,1], g(.1,)7717Lz xzil—z2+zzizz(171‘2)>0'
1—=x
x 0 1
g'(z) +
+00
g /
—00

Les limites de g sont obtenues par opérations sur les limites.

(b) La fonction g est continue et strictement croissante sur 'intervalle |0, 1[.
Dong, elle réalise une bijection de |0, 1[ dans g(]0,1[) = R. Or 0 € g(]0, 1[).

‘ Donc il existe un unique réel a € ]0, 1[ tel que g(a) = 0. ‘

(¢) Tableau de variations de la fonction f :

Par définition de g, f’ est du signe de g sur ]0, 1] et d’aprés la question 4.(a) f/(0) = —2 < 0.
On en déduit le tableau de variations suivant :

6. Tangente de fen 0 :

On effectue un développement limité de f au voisinage de 0 :

1+2
11—z

f@) = @ = (152) = 02 )1 +2) - 1 - o)

(-2 (<a)?

.'L‘Q ZL‘S
=(-1+2?% [m—?+§+a(m3)—(—m)+ 3 —T+o(m3)]

=(-1+2%) 2z + 213 +o(z?))

4
=2z + gIL‘3 + o(z?).

Conclusion : ‘ La courbe de f admet une tangente d’équation y = —2x au point d’abscisse 0.

De plus,
4 5 3 4 3
flz) +22 = 3% +o(z”) ~o 32"

‘ La courbe de f est au-dessus de sa tangente a droite de 0 et au-dessous & gauche de 0.

Remarque. Dans cet exemple, un DL a l'ordre deux ne permet pas de conclure sur les positions relatives.

7. (a) Par définition du réel a, on a g(a) = 0 c’est-a-dire :
< 1+ a) 1
In =—.
l-a a

1 1
f(a):(a271)><7:a7;.

a

On en déduit que :

(b) Courbe représentative de f sur [-1,1] :

On obtient la courbe sur [—1,1] & partir de la courbe sur [0, 1] en effectuant une symétrie par rapport a I'origine.
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f(a) 0,6—07—670,0—€_0,6—1777 0,9



