DM?2 Corrigé
exp(—x(1 +1?))

. Pour tout x € R, la fonction g, : t +~ 5
1+1¢

est continue sur [0, 1]

1 _ 2
doncj exp(=x(1 ;r ) dr existe. Ainsi, | Dy = R |.
0 1+¢
1
. En posant x = 0, on obtient f(0) = I v [arctan t](l) = arctan 1 — arctanO donc | f(0) = % .
0

a. On utilise la fonction exp du module math (ou numpy) :

impbrt math as m
def g(x,t):
return m.exp(-x*(1+t**2))/ (1+t**2)

n—1
b. On sait que, en posant R, = % Z g(x, %), comme la fonction ¢t —» g(x,) est continue sur
k=0

1
[0,1], im R, = j g(x,t) dt = f(x). Ainsi, R, est une valeur approchée de f(x) :
0

n—-+0

def val_appro_f(x,n):
return sum([g(x,k/n) for k in range(n)])/n

C. On crée une liste Lx, subdivision de [-5,5], et une liste Ly des valeurs de f(x) correspondantes.
Puis on utilise les fonctions plot et show du module matplotlib.pyplot :

import matplotlib.pyplot as plt

a,b=-5,5
n = 1000
Lx = [atk*(b-a)/n for k in range(n+1)]

Ly [val _approx_f(x,n) for x in Lx]
plt.plot(Lx,Ly)
plt.show()

On obtient la courbe :
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On peut conjecturer que f est strictement décroissante sur R, xllr_n n f(x) = +ooet xlgrrolo fix) =0]|




d. D’apres 2., f(0) = donc 4f(0) est une valeur approchée de . Ainsi, I’instruction

print(4*val_approx_f(0,10000))

fournit | une valeur approchée de & égale a 3,141593653589793

4. a. Pourtout? e [0,1]ettoutx € R*,x < x(1+7*) < 2xdonc —2x < x(1 +1%) < —x
e exp(—x(1 +1?)) C e

et, par coissance de la fonction exponentielle,

+2 1+t2 - L+
Enfin, par croissance de I’intégrale sur [0, 1], < flx) < I e
0
1
1 _ +  -x 1 -y
Commej.olJr dr = 4,onablen Vx e R, e <f(x)<e 1|
b. Comme }ﬂ% e‘zxz = xll&% e 4 = 0, par encadrement, on conclut que lygolo fix) =0]|

Ce qui est cohérent avec la conjecture de 3c.
C. On procede de la méme maniere : pour tout ¢ € [0 1]ettoutx R‘ 2x< x(1+12) < x
e e—x<1+tz> e—Zx J‘ 1 J‘
< < et dt < flx dr.
1+22 ° 1+22 " 1+2 do 1+ Jo) <
On a alors Vx € R™, e‘x% <flx) <e™ Z )

donc 5
1+¢

—x U

Comme lim e 4 =t on conclut que | lim f(x) = +o|.

Ce qui est cohérent avec la conjecture de 3c.
1
5. On admet que fest dérivable et que Vx € R, f'(x) = —e™* I e dr.
0

a. On effectue le changement de variable u = xz.
Onaalorsdu =xdt,t =0 o u=0ett=1© u=x.

1 1 1
Ainsixj e dr = j e x dr d'od| Vx € R, x j
0 0

2.2 x 2
e ™! dt:I e du|
0 0

p 2
b. Soit, pour tout x € R, h(x) = f(x?) + (I e‘”zdu) :
0

Comme on admet que f est dérivable sur R, par composition la fonction x = f(x?) I’est
également.

On pose ¢(u) = e, la fonction ¢ est définie et continue sur R donc admet une primitive @ sur
R qui est de classe C! sur R.

Commme Vx € R, J-x e du = ®(x) — d(0), la fonction x - I "¢ du est dérivable sur R.
0 0

X

2
Par composition, la fonction x - ( I e‘“zdu) est dérivable sur R.

0

Comme somme de deux fonctions dérivables sur R, | 2 est dérivable sur R |.

X 1 X
De plus, Vx € R, h'(x) = 2xf'(x2) + 2¢™ I e’ du = —2xe™ I e dt + 2e™ I e du.
0 0 0

D’apres a., h'(x) = -2 Ix e du+2e™ Ix e du. Finalement, | Vx € R,A'(x) = 0.
0 0
6. Comme Vx € R,h'(x) = 0, la fonction / est constante sur R.

0
cOmmej e du = 0, h(0) = f10) = X done Wx € R,h(x) =
0

On a alors : Vx € R, (I e du) =L —f(xz) et donc Vx € RY, J- e’ du = /% — f(x?) car
0 0

Vx € RY, I “dy > 0 (intégrale d’une fonction positive sur [0,x] o1 0 < x).
0

X—-+00

D’apres 4b., lim f(x) = 0 donc | lim ' e du existe et lim Ix e du = /ﬂ = ﬂ .
X—>+00 0 X=>+0 J 4 2




