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I Définitions et propriétés générales

1. Définition d’une série de nombres réels

Définition 1 Soit (u,) une suite de nombres réels.

On appelle série de terme général u, la suite (S,) définie par: Vi € N, S, = D" uy.
k=0

Remarque - La série de terme général u, est une nouvelle suite et tout ce qui a été vu sur les suites s’applique
a la suite (S,)
- Si la suite (u,) n’est définie qu’a partir du rang no alors la série de terme général u,, est la suite
n

définie par : Vn > no, S, = D_ ux
k=n

Exemple La série de terme général u, = n est la suite (S,) définie par: Vn € N, S, = D>k = @
k=0

n
Notation La série de terme général u, est notée D _u, et S, = > uy est appelée la somme partielle d’ordre n
k=0

de la série Y u,.

2. Nature d’une série

Définition 2 Soit (u,) une suite de nombres réels.
- On dit que la série Y u, est convergente si la suite des sommes partielles (S,) définie par :
n
Vn € N, S, = ) u, est convergente.
=0
- Si la série Y u, est convergente alors on appelle somme de la série D u, la limite de la suite

+00 n
(S,). On note alors Zou,, = lim S, = lim kX(;uk.
n= —

- La série D u, est divergente si (S,) n’admet pas de limite ou si sa limite est infinie.

Définition 3 Etudier la nature d’une série, c’est dire si elle est convergente ou divergente.

Attention il est important de remarquer que la notation Y _ u, désigne une suite (la suite (S,)) et que la

~+00
notation Y u, désigne une limite, la somme de la série.
n=0

+00
Pour utiliser la notation Y u,, il est impératif d’avoir déja justifier la convergence de la série.
n=0

Exercice 1 Etudier la nature des séries suivantes :
DYn
2) D (-1)"

3) E a” <série géométrique de raison a) en discutant suivant les valeurs de a € R
1
4) E ( 0 n>0

Proposition 1 L’ensemble des séries convergentes a une structure d’espace vectoriel.
Autrement dit : pour toutes séries Y _u, et Y v,, pour tous scalaires A et u, si les séries Y u, et
> v, convergent alors »_(Au, + pv,) est une série convergente.
De plus, si les sommes des séries D u, et Y v, sont respectivement égales 2 U et V alors la
somme de la série D (Au, + pv,) est égale a AU + uV.
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Preuve évident en considérant que c’est un sous-espace vectoriel des suites a valeurs dans R.
C’est un résultat usuel sur les suites.

+00

Attention La notation ) _ u, ne s’utilisant qu’apres avoir justifier la convergence de la série, on ne peut

n=0
~+00 +00 400

écrired (Aun + uv,) = A Z Uy + U Z b, qu’apres avoir justifier la convergence d’au moins deux
=0

des trois séries : >y, Zvn et Z(Mt,, + 1vy)

1

Exemple Considérons la série ) FCESIR

n

; * 1 __1 _q__1
Soit v € N¥, 5, = ,;k(kJrl) kZ S A

Comme ,}Hﬂo nlﬁ =0, ,}Hﬂo S, = 1 et la série Z ’l(++1) est convergente.
+00
Sa somme est alors égale a Z n(n 1+ 1) = 1.
Mais I egahte Z W k Z % Z T n’a aucun sens puisque les séries > % et
k=1 k=1

> X + I sont dlvergentes.

Ce serait la méme erreur que de penser que +o0 — oo = ( alors que ¢’est une forme indéterminée.

3. Premicres propriétés

Proposition 2 Soit (u,) une suite de réels. Si la série Y u, est convergente alors lim u, = 0.

n
Preuve Onpose Vn € N, S, = > ux. Comme Y u, est convergente, (S,) admet une limite finie S.

Or Vn € N*, S, — S,-1 = u,, par opération sur les limites, (S,) et (S,-1) convergent ves S donc
(un) converge vers 0.

Remarque On utilise souvent la contraposée : si lim u, # 0 alors D" u, est divergente.
Exemple Si|a| > 1 alors la série ) a” est divergente en effet lim a” # 0

Remarque La réciproque de cette proposition est fausse :

Soit la série de terme général u, = %
n

Il est clair que r}y& u, = 0 montrons que »_ u, est divergente. On pose Vn € N*, §, = > %
=1

1ére méthode : par I’absurde, supposons que D u, soit convergente de somme S

1 1
Vn e N* 8§y, -8, = > Y
k—nZ+1 k k%l 2n 2
ce qui est contradictoire avec lim (S2:=8,) =85-8=0.
2e méthode : on peut montrer que Vx > -1, In(1+x) <x
ainsi Vk € N*, In(1 + l) 1 et doncIn(k+ 1) —Ink < %
>

D’ou ; y > ;(ln(k +1) - lnk) soit, par télescopage, S, > In(n + 1).

Par comparaison des suites, comme nlgr% In(n + 1) = +oo, ,}l&% S, = 4o
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Proposition 3 On ne change pas la nature (convergence ou divergence) d’une série D u, si on supprime un
nombre fini de termes de la suite (u,).

Autrement dit : Soit une suite (u,) et p € N alors les séries Y u, et D u, sont de méme nature.
nzp

C’est-a-dire : ) u, converge < Y _ u, converge (mais les sommes ne sont pas égales)
nzp

> u, diverge < Y u, diverge

nzp
p-1
Preuve En exercice en posant Vn € N, S, = Zuk =D up+ Zuk =C+ Zuk
k=0 k=0 k=p k=p
Exemple - La série ) — + 7 est divergente et tend vers +oo
+00
. (- c N P
- Soita €] —1,1[. la série D_a" est convergente et sa somme est égale & Y a" = la— pE

nzp n=p

4. Reste d’une série numérique

Définition 4 Soit (u,) une suite de nombres réels.
Si la série Y u, est convergente alors on appelle reste d’ordre n de la série Y _ u, le nombre

+00 n
= DUk — D Uk
k=0 k=0

Notation Soit (#,) une suite de nombres réels telle que la série Y u, converge.

+00
Soitn € N. Le reste d’ordre n de la série )_u, estnoté R, = Y, uy.

k=n+1
Soit (S,) la suite des sommes partielles et S la somme de la série Y u,,.
Alors R, = §-S,.
On en déduit que lim R, = 0.

Exemples « Soit a tel que |a| <1 Le reste d’ordre n de la série Y a" est

Za Zak— 1—a - ll_ct"a” = 1a"_“a eton a bien lim R, = 0.
- Le reste d’ordre n (n > 0) de la série Y ﬁ est
+00 1 n
angm ,;k(k (1_n+1> etonablen}lggoR,,zo.

Il Séries numériques réelles a termes positifs

1. Critere de convergence d’une série a termes positifs

Proposition 4 Soit (u,) une suite de nombres réels positifs ou nuls.
La série )_ u, est convergente si, et seulement si, la suite des sommes partielles est majorée.

C’est-a-dire s’il existe un réel M tel que Vn € N, §, = Zuk < M.
k=0

Sinon, la série ) u, tend vers +o0
Preuve La suite (S,) est croissante (Vn € N, S,.1 — S, = u, > 0) et majorée donc convergente.

Exercice 2 Etudier la nature de la série Y % On pourra utiliser la minoration : Vk > 1, k* > k(k—1)
n
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2. Comparaison de deux séries a termes positifs

Proposition 5 Soit (u,) et (v,) deux suites de nombres réels positifs ou nuls telles que Vn € N, 0 < u, < v,
- Si la série Y v, converge alors la série Y u, converge
- Si la série Y u, diverge alors la série »_ v, diverge.

Preuve Onpose Vi e N, S, = D uret T, = D vk
=0 =0

CommeVke N, O<u,<ve, vh e N, 0< S, <T,.
- Si la série »_ v, converge alors la suite (T,) est croissante et convergente donc majorée par sa

somme T = Y vy.
k0

On en déduit que Vn € N, 0 < §,, < T et que la suite (S,) est croissante et majorée donc
convergente.

- Si la série Y u, diverge alors la suite (S,) est croissante et divergente donc elle tend vers +o0
donc la suite (7)) tend vers +oo aussi.

Exercice 3 Considérons la série de terme général u, = —.
n

montrer que si p > 2 alors la série ) | LP est convergente
n

montrer que si p < 1 alors la série D LP est divergente
n

Proposition 6 Soit (u,) et (v,) deux suites de nombres réels positifs ou nuls telles que u, ~ v,
Alors les séries Y u, et ) v, sont de méme nature.

Preuve u, ~v, & nllgolo ‘bf;’ = ldonc Ve >0, dng € N | Vn = ny, |

%, %< ff;’ <%etdochn>no,0<%vn<un<%vn.
Ainsi, si Y u, converge alors Y %vn converge donc ) _ v, aussi

Un
v 1| <e.

Pour ¢ = dno € N | Vn = no,

etsi Y u, diverge alors Y %vn diverge donc Y_ v, aussi.

Exercice 4 Etudier la nature des séries :
1) > sin %
2) Xin(l + +)

Proposition 7 Comparaison avec une intégrale.
Soit a > 0 et fune fonction définie, continue par morceaux et strictement décroissante sur [a, +oo[.
On considere la série D_f(n).

Soit (S,) la suite des sommes partielles de la série Y f(n).
Alors pour tout entier k > a, .[1:1 Sf(2) dt < flk) < IZ_I f(t) dt

et donc V(p,n) € N*? | p <n, j[’j“ 1) dr < kz k) < j;’_l @) dr.
=p

Preuve Comme fest décroissante sur [a,+o[,
k<t<k+1=f) <fik)etdone [ fr) dr < [ fik) drsoit [\ fr) dr < fik)
k—1<1<k= flk) <) etdone [\ f(k) dr < [ fr) dr soit f1k) < [} () do

En sommant, la relation de Chasles donne IZH A de < D_flk) < '[Z—l Sf(r) dr.
k=p
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Remarque

Exercice 5 Séries de Riemann (résultat hors programme mais exercice classique)

3. Critere de convergence d’une série : la convergence absolue

+ On a un résultat analogue si f est croissante.

- utile quand il est plus facile de calculer I’intégrale que les sommes partielles

Soit a € R}, étudier la nature de la série ) —- selon les valeurs du paramétre a.

1
n

On posera S, = 2% et fx) = L.
ik X

Définition 5 Soit (u,) une suite de nombres réels.
La série Z u, est absolument convergente si, et seulement si, la série Z|un| est convergente.

Remarque L’étude de la convergence absolue d’une série se ramene a 1’étude de la convergence d’une série a

L’intérét de la convergence absolue réside dans la proposition suivante :

terme réels positifs.

Proposition 8 Soit (u,) une suite de nombres réels.

Preuve

Remarque

Exercice 6

Si la série D _ u, est absolument convergente alors elle est convergente.

Upsiu, =20
etm, =

+00 +00
Dans ce cas, | D ur| < D_|uxl-

k=0 k=0
Soit (p,) et (m,) les deux suites définies par : p, =

Osiu, <0

—u, siu, <0

Osiu, =20

Les deux suites (p,) et (m,) sont des suites réelles a termes positifs et on a :

VneN, 0<p,<|uetO<m, < |u.

Comme la série )_|u,| converge, par comparaison, les séries ) p, et D m, convergent.
Comme Vn € N, u, = p, — m,, par opération sur les séries, la série Z u, est convergente.

La récirpoque de cette prosition est fausse :

il existe des séries convergentes qui ne sont pas absolument convergentes.

On considere la série harmonique alternée de terme général u,

1) Montrer que cette série n’est pas absolument convergente.
n _1)\k+1
2) On pose S, = Y Gl Dy
-k
lére méthode :

justifier que Vr € [0,1], D (-)*! = 1-(=0) .
k=1 1+1¢

En intégrant entre O et 1, montrer que S, = In2 — I 47
0

A G
Montrer que lim Io 47 dt = 0.

Conclure

2e méthode :
montrer que les suites (S2,)en et (S24+1) neny sont adjacentes.
Conclure.

OO,

(_1)n+1
—n
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Il Séries de référence

1. Séries télescopiques

Proposition 9 Soit (u,) une suite de nombres réels ou complexes.

La série télescopique Y (un+1 — u,) €st convergente si, et seulement si, la suite (u,) est
convergente.

Preuve Soit S, = > (ux1 — ur).

Par télescopage, S, = un+1 — up.
On en déduit que : (S,), converge < (u,41), converge.

2. Série harmonique, série harmonique alternée, série de Riemann

Le cas général des séries de Riemann ) _ n—la est hors programme

- .. . 1 . R
Proposition 10 - la série harmonique ) 57 estdivergente et nllgolo kz_% o = T

SV

- la série harmomque alternée > est convergente.

- la série Z —- est convergente

3. Séries géométriques et séries dérivées des séries géométriques

Proposition 11 Soit ¢ € R.
La série géométrique Y _ g" est absolument convergente si, et seulement si, |g| < 1
+00
Si|g| < 1 alors sa somme est égale 2 Y _ q" = 1—1q
n=0 -

Preuve On pose f,(x) = D xk = 1——x;+1 définie sur ] —1,1][.
k=0 -

1
Comme limx™! = 0, limf, (x) = llx.

Remarque La fonction f, est deux fois dérivable sur | — 1,1[ etona:

. _ et _ 1=yt (n4 Dx"

Vxe] —1,1] fn(x) Elkx 1) -

. 3 o 200 =x™N) 2+ Dx" (n+ 1)nx"!
Vxe] —1,1] fn x) = E k(k—1)x 1_x) (1—0? -

On en déduit le résultat suivant :

Proposition 12 Soit ¢ € R.
Les séries géométriques dérivées premiere »_ ng"! et seconde Y n(n — 1)g"? sont absolument
convergentes si, et seulement si,

+00

1

Si|g| < 1 alors les sommes de ces séries sont égales 2 Y _ng"!' = o7 et

- 2 ) n=1 (1-9)
nn—1)qg"= = —=—.

; (1-¢9)°
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Exercice 7 Etudier la convergence et calculer la somme des séries suivantes :
1) Zzn—S x 3+l
n
2) Z 2n+2

VEe()”

4. Série exponentielle

aa: . n to
Proposition 13 Vx € R, la série 3 % est absolument convergente et sa somme vaut ) | <5 = e*.
n! = n!

. 2 . . L. x2n X2"+1
Exercice 8 Pour tout réel x, étudier la convergence et calculer la somme des séries ) 2n) ety Gnr 1

Indication : considérer e* + e * ete* —e™
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