Hypokhagne B/L

Programme de Kholle 11 (23/02 - 27/02)

Chapitre 8 - L’espace vectoriel R"
Reprise du programme précédent
Chapitre 9 - Applications linéaires

1 - Définitions

Définition d’une application linéaire de RP vers R™.
Vocabulaire : endomorphismes, isomorphismes, automorphismes.
Si f est linéaire, alors f(0) = 0.

L’image directe d’un sev par une appl.linéaire est un sev.
L’image réciproque d’un sev par une appl.linéaire est un sev.

2 - Image, noyau, rang.

Noyau de f. C’est un sous-espace vectoriel de I'ev de départ.
Caractérisation : f est injective < Ker(f) = {0}.

Image de f. C’est un sous-espace vectoriel de ’ev d’arrivée.
Caractérisation : f est surjective < Im(f) = F.

Rang de f.

Démonstrations exigibles :

e Soit f : ' — F' linéaire.

Alors f est injective <= Ker(f) = {0g}.
e Soit f: E — I linéaire.

Soit B = (e1, €2, ...,e,) une base de E.

Alors Im(f) = Vect(f(er1), f(e2),..., f(ep)).

e Soit f: E — F linéaire et injective.
Soit (ug,...,ux) une famille libre de E.
Alors (f(u1),. .., f(ug)) est une famille libre de F.

e Soient f: F — F et g: F — G linéaires.
Alors la composée g o f est linéaire, et on a toujours

Ker(f) C Ker(go f) et Im(go f) C Im(g)

3 - Image des familles de vecteurs

Si f(B) est une famille libre, alors B est libre.

Si B est libre et f injective, alors f(B) est libre.

f isomorphisme ssi f envoie une base de E vers une base de F'.
Conséquence : si f est bijective, on a dim(E) = dim(F).
Théoreme du rang. Application : si dim(E) = dim(F), f injec-
tive ssi f surjective

4 - Opérations sur les applications linéaires

e L(E,F) est stable par C.L. Applications nulle, identité.

e Une composée d’ap.linéaires est encore linéaire. Réciproque d’un
isomorphisme.

e Puissances d’un endomorphisme, formule du binéme.

Pas encore de projecteurs / symétries. On fera plus tard dans l’année,
ou l'année prochaine.
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Savoirs faire exigibles :

— Traduire qu’une application est linéaire.

— Déterminer le noyau d’une application linéaire explicite.
— Déterminer 'image d’une application linéaire explicite.
— Déterminer le rang d’une application linéaire explicite.
— Connaitre et utiliser le théoreme du rang.

— Traduire injectivité/surjectivité sur image/noyau/rang.
— Savoir comment montrer une équivalence

— Savoir comment montrer une implication

— Savoir comment montrer une égalité d’ensembles

— Savoir comment montrer une inclusion d’ensembles

— Savoir comment montrer que deux applications sont égales
— Savoir montrer une supplémentarité par analyse-synthese.



