
Thomas Cometx

CHAPITRE 2
Supplémentaires, projections,
symétries

Dans tout ce chapitre, E est un espace vectoriel.

1. SOMMES, INTERSECTIONS, SUPPLÉMENTAIRES

1.1. Somme de deux sous-espaces vectoriels

Proposition 1 | Intersection de deux espaces vectoriels
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E, l’ensemble F∩G est un sous-
espace vectoriel de E.

Remarque 1.1 — Ona lagénéralisation suivante : siF1,…,F𝑘 sontdes sous-espaces
vectoriels, alors⋂𝑘

𝑖=1 F𝑖 est un sous-espace vectoriel de E.

Remarque 1.2 — F∩G est le plus grand sous-espace vectoriel de E qui est à la fois
inclus dans F et dans G.

Remarque 1.3 — F∩G est toujours non vide, car l’intersection contient toujours
0E. Si F∩G= {0E}, on dit que l’intersection est nulle ou réduite à zéro.

Exemple 1 — Déterminerdansℝ3 l’intersectiondeG= {(𝑥,𝑦,𝑧) ∈ ℝ3 ∣ 𝑥+𝑦+𝑧 = 0}
et F = Vect((1,1,0), (0,1,1)).

Définition 1 | Somme de deux sous-espaces vectoriels
Soient F etG deux sous-espaces vectoriels de E. La somme de F etG est le sous-
espace vectoriel

F+G= {𝑥+𝑦 ∣ 𝑥 ∈ F,𝑦 ∈ G}.
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C’est l’ensembledes élémentsdeEqui s’écrivent comme la sommed’unélément
de F et d’un élément de G.

Proposition 2
F+G est un sous-espace vectoriel de E. C’est le plus petit sous-espace vectoriel
de E contenant F et G.

Exemple 2 — Dans ℝ2, déterminer la somme F+G où

1. F = Vect((1,0)) et G= Vect((1,1)).
2. F = Vect((1,0)) et G= Vect((−1,0)).

Exemple 3 — Soit E un espace vectoriel et F un sous-espace vectoriel de E. Déter-
miner :

1. F+{0E},
2. F+E,
3. F+F.

Définition 2 | Somme directe de deux sous-espaces vectoriels
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. On dit que la somme F+G est
directe si F∩G= {0E}. Dans ce cas, on note la somme des deux espaces F⊕G.

Proposition 3
La sommeF+G est directe si et seulement si tout vecteur deF+G s’écritde façon
unique comme la somme d’un élément de F et d’un élément de G.

Exemple 4 — Exemples de sommes directes :

1. Dans ℝ2.
2. Dans ℝ3.
3. Dansℳ𝑛(ℝ).
4. Dans ℝ𝑛[X].

Définition 3 | Espaces vectoriels supplémentaires
Deux sous-espaces vectoriels F et G sont supplémentaires dans E si E est la
somme directe de F et de G :

E = F⊕G.

Exemple 5 — Soit E = ℝ3, F = Vect((1,−1,0)) et G = {(𝑥,𝑦,𝑧) ∈ ℝ3 ∣ 𝑥 −𝑦+𝑧 = 0}.
Montrer que F et G sont supplémentaires dans ℝ3.
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Exemple 6 — Dans ℳ𝑛(ℝ), soit F l’ensemble des matrices triangulaires supé-
rieures et G l’ensemble des matrices triangulaires inférieures. Montrer que F+G =
ℳ𝑛(ℝ)mais que la somme n’est pas directe. Trouver un supplémentaire de F.

Exemple 7 — Soit𝒮𝑛 (resp.𝒜𝑛) l’ensemble des matrices carrées symétriques (re-
sp. antisymétriques) deℳ𝑛(ℝ). On a la somme directeℳ𝑛(ℝ) =𝒜𝑛 ⊕𝒮𝑛.

1.2. Cas de la dimension finie

Théorème 1 | Existence d’un supplémentaire
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F un sous-espace vectoriel de E.
Alors F admet un supplémentaire dans E.

Attention×
Le supplémentaire d’un espace vectoriel (de dimension strictement supérieure
à 1) n’est jamais unique. On le voit dès la dimension 2 dans ℝ2 : Vect((1,0))
admet comme supplémentaire n’importe quel espace de la forme

Vect((α,1)) avec α ∈ ℝ.

Proposition 4 | Dimension de la somme de sous-espaces vectoriels (for-
mule de Grassmann)

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de dimension finie de E, alors

dim(F+G) = dimF+dimG−dim(F∩G).

En particulier, si la somme est directe :

dim(F⊕G) = dimF+dimG.

Corollaire 1 | Dimension d’un supplémentaire
Si E est un espace vectoriel de dimension finie et si F etG sont supplémentaires
dans E, alors

dimE = dimF+dimG.

Remarque 1.4 — Onpeut donc facilement déterminer la dimension d’un supplé-
mentaire G de F :

dimG= dimE−dimF.
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Théorème 2 | Caractérisation des supplémentaires
Soient E un espace vectoriel de dimension finie et F,G deux sous-espaces vec-
toriels de E. Si deux des assertions suivantes sont vérifiées :
1. F∩G= {0E} (l’intersection des sous-espaces est triviale),
2. dimF+dimG= dimE,
3. E = F+G (tout vecteur de E se décompose comme la somme d’un élément

de F et d’un élément de G),
alors

E = F⊕G.

Remarque 1.5 — Dans ce cas, la troisième assertion est automatiquement véri-
fiée.

Remarque 1.6 — Onessaierade se ramener lepluspossible à l’utilisationdesdeux
premières propriétés, qui sont souvent les plus faciles à démontrer.

Méthode (Montrer que deux sous-espaces vectoriels sont supplémen-
taires)

WRENCH
1. Première question à se poser : connaît-on les dimensions des espaces en

question, ou peut-on les déterminer?
2. Si c’est le cas, on montre une des deux autres propriétés du théorème pré-

cédent. Selon la situation, l’une d’elles sera plus facile à démontrer (souvent
la propriété de l’intersection).

3. On peut aussi raisonner par analyse-synthèse : pour tout 𝑥 ∈ E, déterminer
des uniques 𝑦 ∈ F,𝑧 ∈ G tels que 𝑥 = 𝑦+𝑧.

Théorème 3
1. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de dimension finie de E. Soient

(𝑓1,…,𝑓𝑚) et (𝑔1,…,𝑔𝑛) des bases respectives de F et G. Si la concaténation
des bases (𝑓1,…,𝑓𝑚,𝑔1,…,𝑔𝑛) est une famille libre, alors c’est une base de
F+G.

2. Si de plus E est de dimension finie et si la concaténation des bases
(𝑓1,…,𝑓𝑚,𝑔1,…,𝑔𝑛) est unebasedeE, alorsF etG sont supplémentaires dans
E.

Définition 4
SiE = F⊕G, la concaténation d’une base de F et d’une base deG donne une base
de E, appelée base adaptée à la somme directe.
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Théorème 4 | Théorème de la base adaptée
Si E est un espace vectoriel de dimension finie qui s’écrit comme la somme di-
recte de deux sous-espaces vectoriels E = F ⊕G, alors il existe une base de E
adaptée à cette somme directe.

Exemple 8 — Après avoir démontré que les espaces sont supplémentaires dans
ℝ4, donner une base adaptée à la somme directe :

ℝ4 = Vect((1,1,1,1))⊕ {(𝑥,𝑦,𝑧,𝑡) ∈ ℝ4 ∣ 𝑥+𝑦+𝑧+𝑡 = 0}.

1.3. Somme de 𝑛 sous-espaces vectoriels

Définition 5 | Somme de 𝑛 sous-espaces vectoriels
Soient F1,…,F𝑛 des sous-espaces vectoriels de E. Leur somme est

𝑛
∑
𝑖=1

F𝑖 = F1+⋯+F𝑛 ={
𝑛
∑
𝑘=1

𝑣𝑘 | (𝑣1,…,𝑣𝑛) ∈ F1×⋯×F𝑛}.

C’est l’ensemble des vecteurs qu’on peut écrire comme une somme d’éléments
de chacun des espaces.

Définition 6 | Somme directe de 𝑛 sous-espaces vectoriels
Soient F1,…,F𝑛 des sous-espaces vectoriels de E. Ils sont en somme directe si,
pour tout élément de leur somme, la décomposition est unique. On note alors
la somme :

𝑛
⨁
𝑘=1

F𝑘.

Théorème 5 | Caractérisation des sommes directes
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) F1,F2,…,F𝑛 sont en somme directe.
(2) Pour tout (𝑢1,𝑢2,…,𝑢𝑛) ∈ F1×F2×…×F𝑛, on a l’implication :

𝑛
∑
𝑖=1

𝑢𝑖 = 0E ⟹ ∀𝑖 ∈ {1,…,𝑛},𝑢𝑖 = 0E.

(3) F1,F2,…,F𝑛−1 sont en sommedirecte et∑𝑛−1
𝑖=1 F𝑖 est en sommedirecte avecF𝑛.

Khâgne B/L 5/ 11 Lycée du Parc



Thomas Cometx

Remarque 1.7 — On utilisera souvent la caractérisation (2) pour prouver qu’une
somme est directe.

Attention×
Pour 𝑛 ⩾ 3, la condition F1 ∩F2 ∩⋯∩F𝑛 = {0E} (ou même F𝑖 ∩F𝑗 = {0E} pour
tout 𝑖 ≠ 𝑗) ne suffit pas pour que la somme soit directe. La caractérisation (2)
ou l’indépendance globale donnée en (3) est absolument nécessaire.

Proposition 5 | Dimension d’une somme directe
Si F1,…,F𝑛 sont en somme directe, alors

dim
𝑛
⨁
𝑖=1

F𝑖 =
𝑛
∑
𝑖=1

dimF𝑖 .

Réciproquement, si la dimension de F1+⋯+F𝑛 est égale à∑𝑛
𝑖=1 dimF𝑖 , alors la

somme est directe.

Remarque 1.8 — On a toujours :

dim
𝑛
∑
𝑖=1

F𝑖 ⩽
𝑛
∑
𝑖=1

dimF𝑖 .

On s’intéressera beaucoup à la méthode suivante :

Méthode (Montrer que E =⨁𝑛
𝑖=1 F𝑖)

WRENCH
On a deux méthodes principales :

1. Montrer que

∀𝑣 ∈ E,∃!(𝑣1,…,𝑣𝑛) ∈ F1×⋯×F𝑛, 𝑣 =
𝑛
∑
𝑖=1

𝑣𝑖 .

2. Montrer que la somme est directe (souvent avec la caractérisation (2) du
théorème) et que

𝑛
∑
𝑖=1

dimF𝑖 = dimE.
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2. PROJECTEURS ET SYMÉTRIES

Dans cette sous-partie, on étudie deux familles particulières d’endomorphismes :
les projecteurs et les symétries. Ce sont les endomorphismes qui admettent respec-
tivement le polynôme X2 −X et le polynôme X2 −1 comme polynôme annulateur.
On en verra plusieurs caractérisations.

Définition 7 | Projecteur associé à une somme directe
Si E se décompose comme la somme directe E = F⊕G, alors le projecteur sur le
sous-espace vectoriel F parallèlement àG est l’application linéaire 𝑝 définie par

∀𝑥 ∈ E, 𝑝(𝑥) = 𝑥F,

où la décomposition unique de 𝑥 s’écrit 𝑥 = 𝑥F+𝑥G avec 𝑥F ∈ F et 𝑥G ∈ G.

F = Im(𝑝)

G = Ker(𝑝)

0E

𝑥

𝑝(𝑥) = 𝑥F

𝑥G

𝑥 = 𝑥F+𝑥G
𝑝(𝑥) = 𝑥F

Exemple 9 — Soit 𝑢 l’endomorphisme de ℝ2 défini par

𝑢(𝑥,𝑦) = (𝑦,𝑦).

Montrer que c’est le projecteur sur Vect((1,1)) parallèlement à Vect((1,0)).

1. Somme directe : Les sous-espaces F et G sont engendrés respectivement par
les vecteurs (1,1) et (1,0). Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires, ils forment
donc une base de ℝ2. De plus, comme dim(F) = 1 et dim(G) = 1, on a bien :

ℝ2 = F⊕G.
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2. Décomposition d’un vecteur quelconque : Soit (𝑥,𝑦) ∈ ℝ2. Écrivons ce vecteur
comme la somme d’un élément de F et d’un élément de G :

(𝑥,𝑦) = (𝑦,𝑦)+(𝑥−𝑦,0).

On remarque que :
• (𝑦,𝑦) = 𝑦(1,1) ∈ F ;
• (𝑥−𝑦,0) = (𝑥−𝑦)(1,0) ∈ G.

3. Conclusion : Par définition de l’application 𝑢, on a 𝑢(𝑥,𝑦) = (𝑦,𝑦), ce qui cor-
respond exactement à la composante sur F dans la décomposition précédente.
Ainsi,𝑢 est bien le projecteur sur F = vect((1,1))parallèlement àG= vect((1,0)).

Exemple 10 — Soit 𝑢 l’endomorphisme de ℝ𝑛 défini par

𝑢(𝑥1,…,𝑥𝑛) = (𝑥1,…,𝑥𝑛−1,0).

Montrer que c’est un projecteur et déterminer les sous-espaces vectoriels auxquels
il est associé.

Proposition 6
Soit 𝑝 le projecteur sur F parallèlement à G, alors Ker(𝑝) = G et Im(𝑝) = F.

Remarque 2.1 — Si 𝑝 est le projecteur sur F parallèlement àG, alors l’application
𝑞 = IdE−𝑝 est aussi un projecteur : c’est le projecteur sur G parallèlement à F. On
l’appelle parfois projecteur complémentaire de 𝑝.

Théorème 6 | Caractérisation des projecteurs
Soit 𝑝 ∈ℒ(E), alors 𝑝 est le projecteur associé à une somme directe si et seule-
ment si 𝑝2 =𝑝.

Proposition 7
Soit 𝑝 un projecteur, alors Im(𝑝) = Ker(𝑝− IdE).

Remarque 2.2 — Après avoir prouvé qu’un endomorphisme est un projecteur,
on cherchera souvent la somme directe à laquelle il est associé en déterminant son
noyau et son image.

Exemple 11 — Montrer que la matrice suivante représente un projecteur de ℝ3
dont on déterminera les espaces caractéristiques.

P =
1
3
⎛⎜
⎝

2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2

⎞⎟
⎠
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Exemple 12 — Déterminer la matrice, dans la base canonique, du projecteur
sur Vect((1,1,0)) parallèlement à {(𝑥,𝑦,𝑧) ∈ ℝ3 ∣ 𝑥 + 𝑦− 2𝑧 = 0}. On déterminera
d’abord une base dans laquelle lamatrice est facile à construire.

Exemple 13 — Soit 𝑢 ∶M ∈M𝑛(ℝ)↦MT. Montrer que 𝑢 est une symétrie.

Définition 8 | Symétrie associée à une somme directe
Si E se décompose comme la somme directe E = F ⊕G, alors la symétrie par
rapport à F le long de G est l’application linéaire 𝑠 définie par

∀𝑥 ∈ E, 𝑠(𝑥) = 𝑥F−𝑥G,

où la décomposition unique de 𝑥 s’écrit 𝑥 = 𝑥F+𝑥G avec 𝑥F ∈ F et 𝑥G ∈ G.

F = Ker(𝑠− Id)

G = Ker(𝑠+ Id)

0E

𝑥

𝑠(𝑥) = 𝑥F−𝑥G

𝑥F

𝑥G

−𝑥G

𝑥 = 𝑥F+𝑥G
𝑠(𝑥) = 𝑥F−𝑥G

Remarque 2.3 — Si 𝑝 est le projecteur sur F parallèlement àG et 𝑠 la symétrie par
rapport à F le long deG, alors ces deux applications sont reliées par les relations :

𝑠 = 2𝑝− IdE ⟺ 𝑝=
𝑠+ IdE
2

.

Exemple 14 — Soit 𝑢 l’endomorphisme de ℝ𝑛 défini par

𝑢(𝑥1,…,𝑥𝑛) = (𝑥1,…,𝑥𝑛−1,−𝑥𝑛).
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Montrer que c’est une symétrie et déterminer les sous-espaces vectoriels auxquels
elle est associée.

Proposition 8
Soit 𝑠 la symétrie par rapport à F le long deG, alors F = Ker(𝑠−IdE) etG= Ker(𝑠+
IdE).

Théorème 7 | Caractérisation des symétries
Soit 𝑠 ∈ ℒ(E), alors 𝑠 est la symétrie associée à une somme directe si et seule-
ment si 𝑠2 = IdE.

Remarque 2.4 — Une symétrie est un automorphisme et elle est son propre in-
verse (𝑠−1 = 𝑠). On parle parfois d’involution.

Remarque 2.5 — L’identité est à la fois un projecteur et une symétrie.

Exemple 15 — Soit 𝑢 ∶M ∈M𝑛(ℝ)↦MT. Montrer que 𝑢 est une symétrie.

Remarque 2.6 — Soit𝑢 un endomorphismed’un espace vectorielEdedimension
𝑛. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. 𝑢 est un projecteur,
2. 𝑢2 =𝑢,
3. il existe une base de E dans laquelle la matriceM représentant 𝑢 vérifieM2 =M,
4. pour toute base deE, lamatriceM représentant𝑢 dans cette base vérifieM2 =M.

On a un résultat analogue pour les symétries :

1. 𝑢 est une symétrie,
2. 𝑢2 = IdE,
3. il existe une base de E dans laquelle la matriceM représentant 𝑢 vérifieM2 = I𝑛,
4. pour toute base deE, lamatriceM représentant𝑢 dans cette base vérifieM2 = I𝑛.

Théorème 8 | Matrices dans une base adaptée
1. Dans une base adaptée à la sommedirecteE = F⊕G, lamatrice du projecteur

surF (supposé de dimension 𝑟) parallèlement àG (de dimension𝑛−𝑟) s’écrit
par blocs :

( I𝑟 0𝑟,𝑛−𝑟
0𝑛−𝑟,𝑟 0𝑛−𝑟

).

2. Dans une base adaptée à la sommedirecteE = F⊕G, lamatrice de la symétrie
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par rapport à F (supposé de dimension 𝑟) le long de G (de dimension 𝑛−𝑟)
s’écrit par blocs :

( I𝑟 0𝑟,𝑛−𝑟
0𝑛−𝑟,𝑟 −I𝑛−𝑟

).

Remarque 2.7 — On en déduit notamment que le rang d’un projecteur est égal à
sa trace : rg(𝑝) = Tr(𝑝).
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