Hypokhagne B/L

Correction DS1

CORRECTION DS1

Exercice 1

ug = 0 ;U = 1
Soit (un)nen la suite définie par : Vn €N, s = ;unﬂ 5 %Un )
On définit également la suite (v, )nen par : Vn € N, v, = upt1 — Up-

1. Montrer que la suite (v,) est une suite arithmético-géométrique.

2. Déterminer alors, pour tout entier n € N, I’expression de v,, en fonction de n.

n—1
3. Pour n € N*, simplifier la somme Z(ukﬂ — uy).
k=0

4. Déduire des questions précédentes, pour tout n € N*, I’expression de u,, en fonction de n.

1. Pour tout entier n, on a :

3 1

1 1
Un+1 = Up+42 — Upt+l = FUn+1 — §un +2—upy1 = §(un+1 - un) +2=-v,+2

2

La suite (v,,) est donc bien arithmético-géométrique.

2. On résout I’équation caractéristisque associée :

1 1

1
La suite (v, — 4),>0 est alors géométrique, de raison —.
On a donc :

VneN, v, —4= <;> (vo — 4)

Or,vg—4=(u; —uy) =1—4=-3, donc :

1 n
Vn €N, vn:4+<2) (—3):4—3(

3. Soit n € N*. En reconnaissant une somme télescopique, on a :

n—1

Z(uk—H - uk) = Up — U) = Un
k=0

4. Mais par ailleurs,

k=0 k=0

On en déduit donc avec la question précédente que :

1 n
Vn € N, un:4n—6+6<2)
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n—1 n—1 n—1 k B
Z(uk+1_uk) szkzz <4—3<;> ) :4n—311(
k=0
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1. Soit n € N*. Alors : _
n(n+1
Dy =33 1=y D
i=1 j=1 i=1
et .
e
-1
Su(1) =3 k=D
k=0

2. Soit x un réel différent de 1.

(a) Pour i € N*, on a :

(b) Soit i > 1. Remarquons qu’avec le changement de variable k =i — j, on a :

i i—1 i
- 1—-2a*
§ :xz J § :J)k — :
—x
j=1 k=0
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(¢) Pour n > 1, on a alors :

D, (x) = iixi_j
i=1 j=1

I

- Z 11—z

i=1
n J IR
_1—x_1—x;x

n 1 1—2z"

1—x_1—:c.m1—a:
n(l —z) —z(l —2")

(1—2)?
~n—(n+ 1)z +a"t!
a (1—2)?
3. (a) Mais par ailleurs, remarquons que :
n % o n i—1 n—1 n n—1 n—1
PRI ) DY ST 5 SIS SP I b SR o (TSRS S Ier
i=1 j=1 i=1 k=0 0<k<i<n k=0 i=k+1 k=0 k=0

(b) On en déduit donc que pour n > 1, et x réel, on a :

n—1 n—1 n—1
D, (z) :ank —kak :ank — Sn(z)
k=0 k=0 k=0

Pour x #1etn>1, on a donc :

n—1
Sp(x) =n Z ¥ — D, (z)
k=0

1—2" n—(n+1)x+ 2"

R (1—1x)?
n(l—2)(1—2a") — (n—nr —x + ")
B (1—a)?
n(l—x—z"+2") — (n —nx —z + 2"*)
B (1-a)?
xr —nz" + na"tl — prtl
B (1—a)?
z(1—nz" 1+ (n—1)a"
B (1—a)?
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1. e Onacy= (

e Onac =

1
1
1
2
1
° Onacz=§(

2

(2n)! 1 1 (@2n)!

:n!(n—l)!.n(n-l—l) n+1nlnl

(a) Pour n € N,
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(b) Comme on sait que Yk € N,Vp € N, (i) est un entier naturel, par différence, on voit donc que :

2 2
VneN, ¢, = ( n) —< " ) est un entier
n n—+1

1 2
De plus, avec la forme initiale : ¢, = ) < n)’ on sait que par produit, ¢, > 0, donc ¢, est bien
n n
un entier naturel non nul.
3. Pourn e N,ona:
1 2n + 2
C =
Ty +2\n+1
1 (2n +2)!
S n+2m+D(n+1)!
(2n + 2)!

 (n+2)!(n+1)!
(2n+2)(2n+1) - (2n)!

m+2)(n+1)(n+1)- nln!

22n+1) 1 <2n

n+ 2 n+1

2(2n + 1)
:7671
n+ 2

) car remarquons que 2n +2 =2(n+1)
n

4. (a) Suivons 'indication. Pour n € N,

n

n n n
T, = Z kepep—i = Z(n —1)Cp—iCi =N Z CiCn—i — Z 1CiCp—i = nSp — Tn,
k=0

i=0 i=0 i=0
On a donc n
2T, = nSy, autrement dit, 7T, = §Sn

(b) D’apres la question 3, on a : Vk € N, (k4 2)cip+1 = (4k + 2)ck.
Pour Pour n € N, on a alors :

n n
4T, + 25, = Z dkcpcp_i + Z 2CLCr—k
k=0 k=0

= Z(‘lk + 2)cren—k
k=0

n
= Z(k + 2)Cr1Cn—k
k=0
n+1

= Z(l + 1)cicnt1—i
i=1

n+1

= Z(Z + 1)cicri1—k — CoCnt1
i=0

=dp1 + Sn+1 — Cp+1

On a donc bien
Tn+1 + Sn+1 = 4T, + 2571 + Cnt1
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(c) Posons pour tout n € N, la proposition, P(n) : « S, = ¢pt1 >.
0
e Sy = chco_k = coco =1 = ¢ : P(1) est bien vraie.
k=0
e Soit n € N. Supposons que P(n) soit vérifiée, i.e. S, = cpy1.
Montrons qu’alors P(n + 1) est vraie, i.e. montrons que Sy11 = Cpy2.
Snt1 = cny1 +4T0 + 25, — T (d’aprés 4b)
n+1 N
=cpy1+(2n+2)S, — TS’nH (d’apres 4a)

Donc

n+1
( 5 + 1> Sn+1 =Cpt+1 + 2(” + 1)Sn

autrement dit :

2 A(n+1)
Spt1 = —— ——2S,
e M

4 6

= an% (par 'hypothese de récurrence)
n+3 n+6

= d’apres 3

M) T s (dapesd)
= Cn+2

Par récurrence, on a donc bien montré que

VneN, S, =cpt1
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