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Les trois exercices qui suivent sont indépendants les uns des autres.

Pour répondre a une question, on pourra toujours utiliser les résultats des questions précédentes, a condition
de clairement l'indiquer.

1l est demandé de soigneusement numéroter les questions et de mettre clairement les réponses en évidence,
par exemple en les | encadrant|, en les soulignant ou en les surlignant. Lors de la correction, il sera fait grand
cas de la clarté, de la concision et de la précision de la rédaction.

Exercice 1

u=0; up =1
Soit (uy)nen la suite définie par : 3 1

Vn € N, Un+2 = §Un+1 - éun + 2

On définit également la suite (v, )en par : Vn € N, v, = U401 — Up.
1. Montrer que la suite (v,) est une suite arithmético-géométrique.

2. Déterminer alors, pour tout entier n € N, I'expression de v,, en fonction de n.
n—1
3. Pour n € N*, simplifier la somme Z(ukﬂ — Ug,).
k=0
4. Déduire des questions précédentes, pour tout n € N*, I’expression de u, en fonction de n.

Exercice 2

Pour tout réel x et pour tout entier naturel n > 1, on note :

n i n—1
D, (z) = Z Za:i’j et Sy(z) = Z ka*.
i=1 j=1 k=0

1. Pour n € N*, calculer D, (1) et S,(1).

2. On fixe z un réel différent de 1.
i1

(a) Pour tout entier i > 1, rappeler la valeur de Zxk
k=0

(2
(b) En déduire pour tout entier ¢ > 1, la valeur de Z x'
j=1
n—(n+1)z+ "
(1=
3. (a) Montrer que pour tout entier n > 1 et pour tout réel z, on a :

(¢) Montrer alors que, pour tout entier n > 1 : D, (z) =

(b) En déduire, pour = # 1 et n € N* que

(1 —nz" '+ (n—1)a")

Snlw) = (1—xz)?
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Exercice 3

Pour tout entier naturel n, on note ¢, le réel, appelé le nombre de Catalan d’ordre n, défini par

1 (2n>
Cp =
n+1\n
Vn € N, cn:(Qn)_( 2n )
n n+1

(b) En déduire que, pour tout n de N, ¢, est un entier naturel non nul.

1. Calculer les réels ¢y, c1 et cs.

2. (a) Montrer que :

3. Montrer que :

2(2n+1)
VneN, ¢y = ——¢p.
" ) G nt2 *
4. On note, pour tout n de N :
Sn = Z CkCn_k €t Tn = Z k’CkCn,k
k=0 k=0

(a) Montrer que :

VneN, T,= gsn

Indication : on pourra effectuer le changement d’indice i =n — k dans la somme définissant T,.

(b) Montrer a 'aide de la question 3 que
VneN, T+ Spt1 =cpp1 +47, + 25,
(¢) En déduire, a I'aide d’un raisonnement par récurrence, que :
VneN, S, =cu1

On a donc montré que :

n
VneN, ¢y = E CkCn—k
k=0
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