Institut Stanislas Cannes BL1 Mme LOSSOUARN

ENTRAINEMENT DS N°2
Exercice 1. Soit F un ensemble. On appelle algébre de Boole sur E une partie de I' de Z(E) telle que :
(x) el
(k) VAeT,A€eT.
(xx%) V(A,B) eT?, AUB €T.

1. Soit A une partie de E différente de E et de I'ensemble vide. Montrer que .# = {@, A, A, E} est un exemple
d’algébre de Boole.

2. Soit I' une algébre de Boole quelconque.
(a) Montrer que FE €T,
(b) Montrer que : V(A,B) €2, ANB €.

3. On appelle morphisme de I' une application f: ' — I telle que
(x) VA €T, f(A) = F(A)

(»*) V(A,B) € T2, f(AUB) = f(A) U f(B). Soit f un tel morphisme sur T
(a) Soit A € T'. Déterminer f(A)U f(A). En déduire que f(E) = E et f(9) = 2.
(b) Montrer que :

V(A B) € %, (AN B) = [(A) "\ f(B).
(c) Etablir que :
Y(A,B) €T? (A C B= f(A) C f(B)).

(d) On note K ={A €T, f(A) = @}. Montrer que f est injective si, et seulement si, K = {@}.

4. Soit I" une algébre de Boole sur E. Pour tout « € E, on pose :
Clx)={yeE|VAeTl (€ A <= yeA)}letl,={Xel'|ze X}

(a) Montrer que :

C(z) = ﬂ X.

Xel'y

(b) Soient x et y deux éléments de E. Montrer que si C(z) N C(y) # @ alors C(x) = C(y).
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CORRECTION ENTRAINEMENT DS N°2

Exercice 1.
1. Montrons que l'ensemble .# = {5, A, A, E} est une algébre de Boole de E. .# C #(E) car tout les éléments de .7
sont des éléments de P (F) i.e. des parties de E. Montrons que cet ensemble vérifie les trois conditions :
(x) g eZ.

(xx) Tous les éléments de .% ont leur complémentaire dans .%. En effet,
G=EcZ, (A=AcF A=AcZF, E=0cF.
(x % %) L’union de deux éléments de .# est dans .%. En effet,
GUA=AcF, QUA=Ac¥, QUE=FEc¢ZF AUA=FEcFet AUE=AUE=F¢c.Z.

2. (a) SiT est une algébre de Boole alors @ € T" par (x) et comme ’algébre contient aussi tout les complémentaire par
(xx), E=@ €T.
(b) Soit A, B € I'. Alors par le point («x), A, B € I'. Et par le point (xx%), AUB € I'. Si AU B € T alors sont
complémentaire aussi par le deuxiéme point. Or, son complémentaire est, par les formules de Morgan :

(AUB)=ANnB=ANB.

Doncsi A,BeT alors ANB eT.
3. (a) Soit A €T, f(A)U f(A) = fF(AU A) = f(E) d’aprés le point (x+). On a aussi f(A) U f(A) = f(A)U f(A) =
d’aprés (x). Donc E = f(F). Puis, par passage au complémentaire et en utilisant (), on obtient @ = F = f(E
f(B) = f(2).
(b) On sait, par (xx) que :

E

\./H

f(AUB) = f(A)U f(B).

En passant, au complémentaire, avec la loi de Morgan et (x), on a

f(anB)=f((AUB)) = JAUB) = (F(A) U f(B)) = [(A) 1 f(B) = f(A) "1 (B) = f(A)N f(B).

(c) Soient (A, B) € T'? et supposons que A C B. Soit y € f(A) donc il existe z € A tel que y = f(z). Or, A C B
donc z € B et donc y € f(B). On a bien f(A) C f(B).
(d) Procédons par double implication pour montrer cette équivalence.
e Montrons que : f injective => K = {@}. Supposons donc que f est injective. Soit A € K donc f(4) = & = f(92).
Or, f est injective donc f(A) = f(&) = A = & car f est injective. Ainsi, K ne contient que I’ensemble vide.
e Montrons que : K = {@} = f injective. Supposons donc K = {@}. Soient A1, Az € I tels que f(A1) = f(Az2).
On a donc f(A1) = f(A1) = f(A2) = f(A2). Ainsi,

FlAL N Az) = f(A1) N f(A2) = f(A) N f(A) =2

Donc A; N A € K. Or, on a supposer que K = @ donc A; N Ay = @. Ainsi, si z € A; alors z ¢ As et done
x € Ay ce qui prouve que A; C As.

De méme, on montre que f(A_1 N Az) = & et donc que AN Ay = @. Ainsi, si z € Ay alors ¢ ‘A et donc
x € A;. D’out As C Ay. On a donc en conclusion A; = As et f injective.

4. (a) Procédons par double inclusion :
e Soit y € C(x). Alors, pour tout A € T', z € A si seulement si y € A. Soit X € I';. Comme x € X alors X

contient aussi y car y € C(z). Ainsi, y € X. Donc, pour tout X € T',, y € X, ainsi, y € ﬂ X. On a donc

Xel,
N x.

e Soit y € ﬂ X. Alors y appartient & toutes les parties de I' qui contiennent x. Donc pour tout A € T,
r € A=y € A Réciproquement, si z ¢ A alors x € A donc y € Aie. y ¢ A. On a bien y € C(z) et donc

ﬂ X c C(x)

XerT,

(b) Supposons C(x) N C(y) # @ ie. il existe z € E tel que z € C(z) N C(y). On a pour toute partie A € T,
(€A < z€Aet(yec A < ze€ A). Soit u € C(z). Montrons alors que v € C(y). u € C(z) veut
direque u € A < zxz € Apourtout A eIl Or,z € A < z€ Aetz€ A < y € A. On a donc
u€ A < ye Aetdoncue C(y). Ainsi, C(z) C C(y). Réciproquement, le raisonnement est exactement le
méme, donc C(y) C C(x) d’ou l'égalité.
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