
Cours Chapitre M6 : Mouvements conservatifs à un degré de liberté

On considère un point matériel M , astreint à se déplacer sur un axe (Ox), et soumis uniquement à des forces
conservatives ou qui ne travaillent pas.

1 Résultante des forces

Le mouvement est selon (Ox), donc la somme des forces qui ne travaillent pas (⊥ u⃗x) est nulle et la résultante des

forces s'écrit
#»

F = Fxu⃗x. La résultante des forces est conservative, c'est-à-dire qu'il existe une énergie potentielle
Ep telle que dEp = − #»

F · d #      »

OM , soit
#»

F = − #      »

grad Ep.

Dans le cas d'un mouvement selon (Ox), cette relation se réduit à dEp = −Fxdx soit Fx = −dEp

dx . 1

2 Conservation de l'énergie mécanique

D'après le théorème de la puissance mécanique,
dEm

dt
=

∑
#»
F nc

P( #»

F nc) = 0, donc Em = cste

3 Analyse du graphe d'énergie potentielle
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Em = Ec + Ep, or Ec = 1
2mv2 ≥ 0, donc Em ≥ Ep. Par conséquent, seules les positions pour lesquelles la

droite d'équation E = Em est située au dessus de la courbe représentative de l'énergie potentielle d'équation
E = Ep(x), sont accessibles. Aux intersections des 2 courbes Em = Ep, donc Ec = 0, d'où v = 0.

4 Positions d'équilibre - Stabilité

Les positions d'équilibre xéq sont telles que
#»

F (xéq) =
#»
0 , soit

dEp

dx (xéq) = 0, c'est-à-dire telles que Ep admette
un extremum en xéq.

Une position d'équilibre xéq est dite stable, si lorsque le système s'écarte légèrement de xéq, la résultante des
forces qui apparaît le ramène vers xéq.
On suppose que le point M se situe à la position x = xéq+ ε avec ε in�nitésimal. On e�ectue un développement
limité de Fx a l'ordre 1 au voisinage de xéq :

Fx(xéq + ε) = Fx(xéq)︸ ︷︷ ︸
0

+
dFx

dx
(xéq)ε+ o(ε)

� Si dFx

dx (xéq) > 0, c'est-à-dire
d2Ep

dx2 (xéq) < 0, c'est-à-dire que Ep admet un maximum en xéq, alors Fx(xéq+ε)

et ε sont de même signe, donc
#»

F écarte davantage le système de sa position d'équilibre : xéq est instable.

� Si dFx

dx (xéq) < 0, c'est-à-dire
d2Ep

dx2 (xéq) > 0, c'est-à-dire que Ep admet un minimum en xéq, alors Fx(xéq+ε)

et ε sont de signes opposés, donc
#»

F ramène le système vers sa position d'équilibre : xéq est stable.

1. Attention, cette relation n'est plus valable pour une coordonnée angulaire. Pour un mouvement circulaire de rayon R par

exemple, le point M est repéré par sa coordonnée θ et
#»
F = Fθu⃗θ. On a d

#      »
OM = Rdθu⃗θ, donc dEp = − #»

F · d #      »
OM = −FθRdθ, d'où

Fθ = − 1
R

dEp

dθ
.
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5 Petits mouvements au voisinage d'une position d'équilibre stable

On e�ectue un développement limité de Ep à l'ordre 2, au voisinage de xéq, position d'équilibre stable :

Ep(x) = Ep(xéq) +
dEp

dx
(xéq)︸ ︷︷ ︸
0

(x− xéq) +
1

2

d2Ep

dx2
(xéq)︸ ︷︷ ︸

> 0

(x− xéq)
2 + o(x− xéq)

2

On pose k =
d2Ep

dx2 (xéq). On peut alors approcher la courbe d'énergie potentielle au voisinage de xéq par un
puits de potentiel harmonique (parabolique) : Ep(x) ≈ Ep(xéq) +

1
2k(x− xéq)

2. 2

Ep

x
xéq

Ep = Ep(xéq) +
1
2k(x− xéq)

2

On obtient l'équation du mouvement en appliquant le théorème de la puissance mécanique :

dEm

dt
=

∑
#»
F nc

P( #»

F nc) = 0 avec Em = Ec + Ep ≈
1

2
mẋ2 + Ep(xéq) +

1

2
k(x− xéq)

2

mẋẍ+ k(x− xéq)ẋ = 0

ẍ+
k

m
x =

k

m
xéq

On reconnait l'équation d'un oscillateur harmonique de pulsation propre ω0 =
√

k
m . Les petits mouvements

dans un puits de potentiel sont donc sinusoïdaux. Pour des amplitudes plus importantes, pour lesquelles l'énergie
potentielle s'écarte signi�cativement de l'approximation harmonique, le mouvement reste périodique, mais non
sinusoïdal.

2. On reconnaît l'énergie potentielle élastique d'un ressort de raideur k et de longueur à vide xéq. Attention néanmoins, si le

point M est repéré par une coordonnée angulaire θ,
d2Ep

dθ2
(θéq) n'est plus homogène à une raideur.


