CHAPITRE
CALCULS ALGEBRIQUES

I Sommes et produits simples

~(Définition (% et )}

Soit I un ensemble fini non vide et (a;);e; une famille de réels (ou complexes). On note

o Z a; la somme des élements de la famille (a;);cr avec Z a;=0si =10
i€l i€l

° H a; le produit des élements de la famille (a;);c; avec H a;=1siI=10
icl i€l

Cas particulier:

n n
e si I = [1,n] ou n entier, la somme est notée Zai et vaut a; + - - - + a, et le produit Hai et vaut
i=1 i=1
aip X -+ X ap.
n n
e si [ = [m,n] ou m < n entiers, la somme est notée Z a; et vaut a,, + - -- + a, et le produit H a;

i=m i=m
et vaut a,, X - X an.

(.

f—[Remarques (Sur les familles d’éléments (ai)iej)}

Soit I un ensemble non vide (fini ou infini) et A un ensemble non vide. L’ensemble {a; /¢ € I} est appelé
famille d’éléments a; de ’ensemble A indexée sur I et est notée (a;)ic;.
Lorsque I = [1,n], (a;)icr = {a1,a2,...,an}.

(.

f—| Remarques

e L’indice ¢ dans les sommes et produits est muet, il peut étre remplacé par n’importe quelle lettre.

n
e Dans la somme E a;, i1y an —m+ 1 termes.

i=m

(.

f—[Théoréme (Reégles de calculs)}

Soit I un ensemble fini et (a;)ies et (b;)ies deux familles de réels ou complexes. Alors

Z(ai +b;) = Z a; + Z b; pour tout \ € R, Z(Aai) = A Z a; (linéarité de la somme)

(S

il i€l il i€l il
H(aibi) = H a; H b; pour tout \ € R, H()\ai) = \P Hai (ot p est le nb d’él du produit doa
iel icl i€l il il

e de 1)

J

& Attention & Pas de formule pour Z a;b;. En particulier, il est faux d’écrire Z a;b; = Z a; Z b;.

i€l iel iel iel



f—(Remarques (Sommes et produits banals)}

Soit a réel ou complexe, I ensemble non vide a p éléments, et n et m entiers tels que m < n.

Zazpa Ha:ap iaz(n—m—&—l)a ﬁa:an—m,+1

L el el i=m i=m

f—[Théoréme (Sommes classiques)}

1) Sommes des k, k?, k3. Soit n € N, alors

2

n(n+1) 2 _ n(n+1)(2n+1) 5 nP(n 1)
].3_7 k kP = ———
Z Z ; kg 7

2) Somme des termes d’une suite arithmétique. Soient (a,b) € R?, (m,n) € N? avec m < n alors

premier terme  dernier terme

n

Z(ak+b):(nim+l)( am+2b + an+b )

k=m

NB : ak+b est le terme général d’une suite arithmétique de raison a et de premier terme am + b ici.

3) Somme des termes d’une suite géométrique. Soient ¢ € C, g A1, n € N, m € N, alors

nb termes
n n 1
, k,_l*qn+1 Z K m 1iqn7m+
q = H_a q = q — 1-4
k=0 q k—m ~ q
ler terme

NB : ¢* est le terme général d’une suite géométrique de raison ¢ et de premier terme ¢™ dans la
deuxiéme somme.

4) Factorisation de a” — b" et a™ + b". Soient (a,b) € C?, n € N*, alors

n—1
a — b = (a _ b) Zan—l—k‘bk _ (a _ b) (an—l + a'n—2b+ an—3b2 4. .abn—2 + bn,—l)

n—1

NB : on peut échanger les exposants sur a et b dans la somme, o™ — b" = (a — b) Z akpn—1-k,

Si n est impair‘ :

n—1
a® + b = a + b Z k nflfkbk _ (a + b) (anfl - an72b+ an73b2 + (71)n72 . ”abn72 + (71)n71
k=0

bnfl) .

n—1
NB : on peut échanger les exposants sur a et b dans la somme, a” +b" = (a + b) Z(—
k=0

1)kakbn—1—k.

N\ En pratique “N On rencontre souvent les relations 3) dans le cas n = 3, elles s’écrivent alors:
a® — b = (a —b)(a® + ab + b?) a® 4+ b® = (a +b)(a® — ab+ V?)

a®—1=(a—1)(a*+a+1) a®+1=(a+1)(a*—a+1).




Exercice. Ecrire la factorisation de a® + b°.

,—[% Meéthode pratique S\ (Raisonnement par récurrence)}

On veut montrer une propriété P(n) pour tout n € N. Etapes de la récurrence:
e Initialisation On montre que la propriété P(0) est vraie

e Hérédité On suppose que la propriété est vraie a un rang n FIXE. Soit n € N, “supposons P(n) vraie”.

& Attention & On n’écrit surtout pas “supposons P(n) vraie pour tout n € N...”
e Conclusion On a donc donc pour tout n € N, ....

Notons que si 'on doit prouver la propriété pour tout n > ng, I'initialisation consiste en prouver que P(ng)
est vraie.

|

f—[% Meéthode pratique N (Résumé des méthodes de calcul de sommes)}

! "

» Exploiter la linéarité, pour "‘éclater"’ la somme en des sommes usuelles

n P n
» Découper la somme en scindant les plages d’indices Z ar = Z ar + Z ag.
k=m k=m k=p+1

» Changement d’indice : on ne peut faire que des décalages d’indice j = k+1,j=k+2, j=k—1...ou
des inversions d’indice j =n —k, j = n — k — 1. Mais on ne peut pas poser j = 2k ou j = % (sauf sl
s’avérait que I’on somme sur les termes d’indice pair).

n n

Uk+1 Un+1
» Telescopage : E (Ukr1 — Ug) = Upt1 — U, H e
Uk Um
k=m k=m
n n

Un telescopage peut se présenter aussi sous la forme plus générale Z (Upt2 — ug), Z (Upts — Ug)-
k=m k=m
Ne pas hésiter dans ce cas a exploiter la linéarité puis un changement d’indice pour calculer la somme.

» Regroupement de termes, on découpe la somme en deux en regroupant selon les termes vérifiant une
certaine propriété (indices pairs/indices impairs par exemple)

(S

Exercice. Calculer les sommes suivantes

n n 2n 2n
1
An:§ 28 _3n+k-5), Bn:§ 1n(1+—), Cn:§ k—nl, Dn:§ —1)FE.
k:l( ) k=1 k k=1 | | k:l( )

IT Coeflicients binomiaux et formules du bindéme

f—[Déﬁnition (Factorielle)}

Soit n € N*. On appelle factorielle n, noté n! 'entier défini par:

n

n!:Hk:1><2><~-~><n.
k=1

Par convention 0! = 1.




,—[Déﬁnition (Coefficients binomiaux)}

Soit (n,p) € N2. On définit le coefficient binomial (n>’ qui se lit “p parmi n”, par:
p
n!
() -
p

p!(n —p)!
0

si0<p<n.

sinon

(.

f—[Remarques (Dénombrement)}

n
On verra que < ) correspond au nombre de fagons de choisir p éléments parmi n.
p

(.

f—[Remarques (Quelques valeurs remarquables a retenir)}
n = n = 1 n = n =N
0 n 1 n—1

f—[Théoréme (Relations coefficients binomiaux)}

n

(o22)-

n(nfl).
2

(5)-

(.

1) Formule de symétrie.

2) Formule du triangle de Pascal.

3) Formule du sélectionneur.

Pour n € N et p € [0, n],

Pour n € N* et p € [1,n],

()=

Pour n € N* et p € [1,n—1],

¢

)

n

L)
()

n

p

(

n—1
p—1

n—1
p—1

)

)+

n—1
p

)

I”= Explication =1
permettant le calcul des coefficients binomiaux.

p=0 p=1 p=2 p=3 p=4 p=>5
n=>0 1
n=1| 1 1
n=2| 1 2 1
n=3| 1 1
n=4| 1 4 6] 4 1
n=>5| 1 5 10 10 5 1

La formule 2) s’appelle la formule du triangle de Pascal, en référence au triangle de Pascal

La formule fournit une régle de calcul permetant de déduire la ligne n a partir de la ligne n — 1. Le coefficient en
position (n,p) dans le tableau est la somme des coefficients en position (n — 1,p) et (n — 1,p — 1) (cf. les coefficients

encadreés).



f—[Théoréme (Formule du binéme de Newton)}

Soit n € N, (a,b) € C?,

(a+b)" = i: (Z) ak bk = i: (Z) |

k=0

Conséquences :

>@=r  Ter()-{ B2

n n—1
n X n\ ..
Exercice. Calculer les sommes suivantes A,, = g ( )32]‘, B, = g ( )2]‘32"_3’“.
k=0

III Sommes doubles

f—[Théoréme (Calcul de sommes doubles)}

1) Sur un rectangle. Soient m, n, p, ¢ des entiers naturels avec m < n et p < q et (ai’j)mgign une
P<ISq
famille de réels ou complexes. Alors

n q q n
Z ai; = Z Z ai; | = Z ( aij> (on peut permuter les sommes sans probléme)
m

1<ig<n i=m \ j=p Jj=p \i=
1<j<n

NB: la somme g a;j est aussi notée E Qij-
m<ign 1<i,5<n
PSISq
2) Sur un triangle. Soient m, n des entiers naturels avec m < n et (a; j)m<i<j<n une famille de réels
ou complexes. Alors

m<ILj<n i=m \ j=t j=m \i=m

n n n J
Z aij = Z Z ai; | = Z (Z aij> (on ne permute pas les sommes sans problémg

I'= Explication =1 Somme sur un rectangle

, i et 7 sont 1

n
D aip
i=m

n
g Qip4-1
i=m

n
D ai
i=m

I’= Explication &1

Somme sur

un triangle

. J p p+1 q

q n q
m Amp Amp+1 Amgq A Z Amj Pour obtenir Z Z ai; | on somme les coef-
mA+1 | Gmitp | Gmiipst Umi1q | < Z — ﬁm)ents fie chaque ligne ¢ (somme intérieure a 4
= fixé) puis on somme toutes les sommes (somme

sur les lignes i)

q n
g Pour obtenir Z <Z aij> on somme les coeffi-

n Unp Anp+1 Ung | < Z nj j=p \i=m
Jj=p cients de chaque colonne j (somme intérieure 4 j
+ + + fixé) puis on somme toutes les sommes (somme

sur les colonnes j)



J m m-+1 n
4
n
m Amm, Amm-+1 .. Amn § Qmj
j =m
m+1 Am4-1m-+1 Um+1n § Am+4-15
j=m+1
n
n Ann g Qnj
j=n
m m+1 n
E Aim E Aim+1 g Qin

Exercice. Calculer Z 7, Z i].

1<ij<n 1<i<j<n

IV  Systéme linéaires

IV.1 Généralités sur les systémes

IV.1l.a Définitions

Pour obtenir Zaw on somme les co-
=m

efficients de chaque hgne i (somme intérieure a

i fixé, on commence & j = 4) puis on somme

toutes les sommes (somme sur les lignes 7)

q j
Pour obtenir Z <Z aij> on somme les coef-

Jj=p \i=m
ficients de chaque colonne j (somme intérieure &
j fixé, on s’arréte & ¢ = j) puis on somme toutes
les sommes (somme sur les colonnes j)

,—[Déﬁnition (Systémes linéaires)}

ou pour i € [1,n] et j € [1,p],

(S) de format (n, p):

ailr a2

az1 a2
A= .

anl Qp2

e a;; € K sont les coefficients du systémes

On appelle systéme d’équations linéaires un systéme du type:

ap1ry  + aprz + - A1pTp

a21r1  + agexrz + - A2pTp
(S)

Ap1T1 + Ap2Ty + - AnpTp

e b; € K forment le second membre du systéme
e les z; € K sont les inconnues du systéme ou le p-uplet (z1,...

Ici (S) est un systéme de n équations & p inconnues.
On appelle systéme homogéne associé a (9) le systéme de second membre nul:

a11x1 + @122+ - Q1pTp

a21x1  + G202+ - Q2pXp
(So)

Ap1T1  + Gp2%2 + o0 AppXp

On associe au systéme (S) un tableau rectangulaire & n lignes et p colonnes, appelé matrice du systéme

G2p noté

=" (aig)1gicn = (aig)-
1<jisp

= b Ly
= by Lo
= b, L,

,Zp) est une inconnue du systéme.

= 0 Ly
= 0 Ly
= 0 Ly,

ou




f—[Remarques (Sur Vécriture des systémes)} N

Il faut s’habituer & aligner les inconnues du systéme lorsque l'on écrit un systéme.

r — y + 2z =5 T—y+22=5
ON ECRIRA : 248 - z = 3 ET NON : 20 —2=3
f—[Déﬁnition (Vocabulaire)} N

e On appelle solution du systéme (S) tout p-uplet (x1,...,zp,) tel que les équations de (S) soient
vérifiées.

e Résoudre le systéme (S) consiste & déterminer les solutions, si elles existent, de (S).

e Un systéme admettant au moins une solution est dit compatible et un systéme n’ademttant pas de
solution est dit incompatible.

,—(Remarques (Droites-Plans)} <
. ) . ar+by =c ) ) . )
1) Dans R?, les solutions du systéme dr 4 f sont les coordonnées des points d’intersections des
T+ ey =
deux droites d’équations respectives ax + by = c et dz + ey = f. Quels sont les ensembles-solutions

possibles?

ar+by+cz=d

ex+ fy+gz=nh
des deux plans d’équations respectives ax+by+cz = d et ex+ fy+ gz = h. Quels sont les ensembles-
solutions possibles? Et si 'on rajoute une troisiéme équation (c’est-a-dire un troisiéme plan)?

2) Dans R3, les solutions du systéme { sont les coordonnées des points d’intersections

IV.1.b Structure des ensembles solutions

Soit (F) un systéme de n équations a p inconnues. On note S son ensemble-solution et Sy ’ensemble-solution du
systéme homogéne associé.

f—[Théoréme (Structure de SO)J N

e (0,...,0) €S8
e Pour tout z = (z1,...,2p) € So, ¥y = (Y1,---,Yp) € So, (A, 1) € K2, alors
A+ py = (Ax1 4+ pya, - - ATy + pyp) € So.
On dit que Sy est stable par combinaison linéaire.

(S J

f—[Théoréme (Struture de S)} N

On suppose (S) compatible. Soit & = (o, ..., @) une solution particuliére de (.S) alors:
VeeKP, zeSsr—acS.

Ce qui revient & écrire :

S={a+xz/x0 €S} =a+S.




Remarques (Vocabulaire)}

Ces deux théorémes de structure permettent d’affirmer que Sy a une structure d’espace vectoriel, et que
S a une structure d’espace affine (cf. chapitres futurs).

IV.2 Opération élémentaires sur les systémes

f—[Déﬁnition (Opérations élémentaires)} N

Les opérations élémentaires sur les lignes d’un systéme ou d’une matrice sont:
e échanger les lignes i et j noté:  L; < L;
e multiplier la ligne L; par un scalaire non nul a noté: L; < al;

e ajouter & la ligne L; un multiple d’une autre ligne L; (i # j) noté:  L; < L; + AL,

(S J

f—[Remarques (Reéversibilité des opérations)} N

Ces trois opérations sont réversibles:

o si L, +» L, change (S) en (S’) alors la méme transformation change (S’) en (5)
1

e si L; + aL; change (S) en (5') alors L; + ELT; change (S”) en (5)

o si L, < L; + AL; change (S) en (S’) alors L; «— L; — AL; change (S’) en (5)

(. J

/—(Déﬁnition (Equivalence)} N

Deux systémes (S) et (S’) sont équivalents si on peut passer de I'un a ’autre par une suite finie d’opérations
élémentaires sur les lignes. On note alors:

(S) < ().
Exemples
r — y + 2z =5 r — Yy + 2z = 5 r — y +
2x — z = 3 Lo+ Lo — 2L & 2y — bz = -7 Lo+ Ly & Yy =+
y + 4z = 1 y + 4z = 1 2y —

Théoréme

Deux systémes d’équations linéaires équivalents ont méme ensemble de solutions.

Exercice. Terminer la résolution du systéme ci-dessous.

= Ot



IV.3 Résolution des systémes

IV.3.a Systémes triangulaires

f—[Déﬁnition (Systémes et matrices triangulaires supérieurs)} N

e Une matrice (a;;) de format n x n est dite triangulaire supérieure si tous les coefficients en dessous
de la diagonale sont nuls c’est-a-dire:

V@,5) € ([L,n]), i>j< ag=0.

e Un systéme est dit triangulaire supérieur si sa matrice des coefficient 1’est.

(. J

(—| Remarques ~

On peut évidemment introduire une définition similaire pour les matrices triangulaires inférieures.

(. J

f—[Théoréme (Résolution des systémes triangulaires)] N

Soit S un sytéme triangulaire de n équations a n inconnues. Alors S posséde une unique solution si et
seulement si tous les coefficients diagonaux sont non nuls.

Exemples Trois exemples pour décrire toutes les situations

2 - y 4+ 2z = -5 r — y + 2z = 2 x — y + 2z = 2
Jy — 2z = -1 2z = 3 2z = 2
2z = 4 3z = -1 —4z = -4
r — y + =z =1
Exercice. Résoudre le systéme 2 + y - z = 2
-z + 2y + 3z = 4

IV.3.b Systémes échelonnées

Dans le cas ou il y a plus d’équations que d’inconnues (n > p) ou plus d’inconnues que d’équations (p > n) la notion
de systéme triangulaire se généralise en systéme échelonné.



,—[Déﬁnition (Systémes et matrices échelonnés)}

e Une matrice est dite échelonnée par lignes si elle vérifie les propriétés suivantes:

— si une ligne est nulle, toutes les lignes suivantes le sont aussi

— A partir de la deuxiéme ligne, dans chaque ligne non nulle, le premier coefficient non nul (&
partir de la gauche) est situé¢ a droite (strictement) du premier coefficient non nul de la ligne

précédente.
0 ... . asp
0
0 ... 0 gy
0 e 0 )
0 e 0 e 0
e On appelle pivot le premier coefficient non nul de chaque ligne non nul. Les ayj,,...,arj, ici.

e Un systéme (5) est dit échelonné par lignes, si sa matrice des coefficients l’est.

(@t tapry, = b L

$j2+ +agpr, = bo Lo

(S) xj7,+ oo Fappz, = by L,

0 = br+1 Lr+1

0 = by L,
Les équations L, ..., L, sont appelées équations principales et L,;1,..., L, les équations de

compatibilité.

Les inconnues xj,,...,x; sont appelées inconnues principales, les autres sont des inconnues

secondaires ou des paramétres (au nombre de p — 7).

(.

f—[Remarques (Compatibilité du systéme)}

Lorsqu’un p-uplet est solution, ce sont les toutes équations qui doivent étre vérifiées, y compris les équations
Ly41,..., Ly, ot ne figurent pas les inconnues. Il en résulte que si 'un des b; on i € [r 4+ 1,n est non nul le
systéme n’est pas compatible. Ce qui explique que ces équations sont appelées équations de compatibilité.

IV.3.c Algorithme de Gauss-Jordan

,—[% Meéthode pratique S\ (Plan de résolution de systéme)}

On veut résoudre un systéme (S) de n équations & p inconnues.

1) A Taide d’opérations élémentaires sur les lignes, on trouve une forme échelonnée en lignes équivalente
a (9). Cest lalgorithme de Gauss-Jordan ou algorithme du pivot de Gauss.

2) On étudie les relations de compatibilité.
3) On détermine inconnues principales et secondaires.

4) On terminer la résolution par remontée du systéme.

10



1
Exercice. Résoudre lessystémes ¢ « 42y -3z = 0 ,¢ x 42y -3z = 0, JQCx Igz i_iz B
Tr 44y —2 = 1 Tx 44y —2z = 2 Ar 411y _
mr 4y +z = 0
Exercice. Résoudre en fonction du paramétre réel m le systéme T +my +z = 0
T +y +mz = 0

11



