CHAPITRE
FONCTIONS USUELLES (1ERE
PARTIE)

I Quelques fonctions élémentaires

Théoréme-Définition (Fonction polynomiale)}

e Soient (ag,...,a,) € R"! oun € N. On appelle fonction polynomiale toute fonction d’expression
f(x) =ap+ a1z + - - - + apx™ pour tout z € R.

e Toute fonction polynomiale est définie et de classe C*° sur R.

Exemple La fonction z +— 3z — 222 4+ 52 + 2 est une fonction polynomiale. Elle est définie, de classe C* sur R.

Théoréme-Définition (Fonction fraction rationnelle)}

e On appelle fonction fraction rationnelle ou fonction rationnelle toute fonction d’expression

P
flx) = QEx; ou P et  sont des fonctions polynomiales.
ar
e Toute fonction fraction rationnelle est définie, de classe C* sur {x € R / Q(x) # 0}.
: z® +22° 45 : : . o
Exemple La fonction x +— P —Y est une fonction fraction rationnelle. Elle est définie, de classe C* sur
x? — 3z
] — 00, 1{U]1, 2[U]2, 400].
,—[Théoréme-Déﬁnition (Valeur absolue)} N
[-]: R — R
e On définit la fonction valeur absolue par N x siz>0
—x siz <0
e La fonction valeur absolue est continue sur R et dérivable sur R*.
II Fonction logarithme népérien
f—[Déﬁnition (Logarithme népérien)} ~
1
On appelle logarithme népérien, noté In, la primitive de z — — sur R7, qui s’annule en 1.
7
,—(Remarques (Conséquences immédiates)} N
elnl=0 e In est continue et dérivable sur R* avec : Vz € R%, In'(z) = —.
%




f—[Théoréme (Propriétés de ln)} N

1) Propriétés calculatoires V(a,b) € (R%)?, In(adb) = In(a) + In(b), In (%) = In(a) — In(b).
Va € RY, Vn € Z, In(e™) =nlna.
2) Limites usuelles lim In(z) = +oc0 lim In(z) = —c0
T—r—+00 r—0T

limmzl ou limM:L

g—ip — h—0 h
3) Inégalités classiques Vi >0, In(z) <z—1 ou Vz>-1, In(l+2) <

~{Théoréme (Dérivée de z — In(ju(2)))) ) .

Soit u : I — R dérivable telle que pour tout = € I, u(x) # 0. Alors ¢ : x — In(|u(z)|) est dérivable sur I
avec:

Veel, ¢(z) =

(S J

,—[Remarques (Logarithme de base 10 : utile en chimie, en SI)} N

On appelle logarithme de base 10 et on note log;, ou log ’application de R* dans R définie par:

Inx

Vo € Ri7 loglo(l‘) = m

log,o(x) est appelé logarithme de base 10 de z.
Le logarithme décimal posséde les mémes propriétés que le In. Pour tout (a,b) € (Ri)2,

a
log,0(ab) = log10(a) + log1o(b) logyy (7 ) = 10g10(a) — logo(b)-

(. J

f—[Remarques (Logarithme de base 2 : utile en info)} N

On appelle logarithme de base 2 et on note log, 'application de RY dans R définie par:

Inx

Vo € RY, logy(z) = o




III Fonction exponentielle

f—[Théoréme-Déﬁnition (Fonction exponentielle)} N

L’application In : R} — R est bijective, la bijection réciproque est appelée exponentielle notée exp : R —
R% .
\ +

f—[Théoréme (Propriétés de exp)} <

1) Dérivabilité. La fonction exp : R — R* est dérivable avec: Vx € R, exp/(z) = exp(z).

2) Propriétés calculatoires V(a,b) € R?, exp(a + b) = exp(a) exp(b), exp(a —b) = eXpEZ)).
exp
Va € R, Vn € Z, exp(na) = exp(a)™.
3) Limites usuelles lim exp(z) = +o0 lim exp(z) =0T
T—+00 T——00

lim 2@ =1 _

r—0 x
4) Inégalité classique Vo € R, exp(z) > x + 1.

= Explication =1 La propriété 2) du théoréme précédent justifie de noter la fonction exponentielle sous la
forme puissance exp(z) = e® o e = exp(1).

IV  Fonctions puissances

Définition

Pa: RE — R

Soit a € R, on appelle fonction puissance d’exposant « ’application vy 2% — ealn(@) -

I'= Explication &1  Sur les valeurs de a. Pour pouvoir définir la fonction pour toutes les valeurs de o € R, il est
nécessaire d'imposer x € R} . Cependant pour certaines de valeurs de «, on peut agrandir I'ensemble de définition:

e si >0, x+— % est prolongeable par continuité en 0, et vaut 0 en 0, donc z — 2 est prolongée & R

e si a =0, x— x® est constante égale a 1 et est définie en 0 égale a 1,

siaeN, x— 2% =2xx--- xx est définie sur R (vérifier la cohérence des deux définitions)

1
sia €22, v+ 2% = —— (—a € N) est définie sur R* (vérifier la cohérence des deux définitions).
x



,—[Propriétés (Regles de calculs)} N

1) Y(a,B) €R?, Vz eR, 228 =gotFf
2) V(a,8) €R?, Vz R}, (2% =z

3) V(a,8) €R?, VzeRy, Zz=gh

(S J

f—[Théoréme (Dérivée de la fonction puissance)} <

La fonction puissance est dérivable sur R’} de dérivée:

Va € R, Vz € RY, pl (z) = ax® .

Remarques (Expression de la forme u(x)”(m))}

C’est un réflexe, quand on a affaire & une expression de fonction de forme u(x)”(x), on commence par
passer & I’écriture exponentielle, u(x)"(””) = (@ (®)) ¢e qui donne les premiéres contraintes vérifiées par
x, a savoir u(z) > 0.

Exercice. Calculer les deux limites lim (1 + m)% et lim (1 — aj)%.
z—0 z—0

Exercice. Déterminer ’ensemble de définition de la fonction f d’expression f(z) = 2®. Puis étudier sa dérivabilité
et calculer sa dérivée.

Exercice. Résoudre dans R Péquation (E) : 28F4 4 3¢ = 2242 4 3242,

V Croissances comparées

Théoréme (Croissances comparées élémentaires)}

4) lim ze*=0
r—— 00

. xZ
) im 2@ 2) lim eln(z) =0 3) lim — =+o0

T—+o0 I T—+o00 I




Remarques (Négligeabilité)}

On dit que Inz est négligeable devant x au voisinage de +00, ou que z est prépondérant sur Inz, et que x
est négligeable devant e” au voisinage de +00, ou que e” est prépondérant sur x.

In(z)

Exercice. Calculer lim .
r—+o0 et

f—[Théoréme (Croissances comparées générales)}

o YT
M:O 3) Soient v >0, a € R, lim SRR

r—+oo ¥

1) Soient @ >0, 8 > 0, IETOO e

2) Soient a >0, 8 >0, lim z°|In(z)|* =0 4) Soient v >0, « € R, lim e |z|¥ =0.
r—0+ T—>—00

(S

,—[Remarques (Négligeabilité)}

On dit que (In(z))® est négligeable devant z” au voisinage de +o0, et que 2° est négligeable devant ¢?* au
voisnage de 4oc0.

Exercice - Calculer les limites suivantes:

: x? 2) lim vz?2+zlnzx 3) lim (In(z))*e " .25
b lm 7% =0+ oo 4) lim —-




