I\/I PS I — M P2 I Lycee Corneille Devoir surveillé 2-(3h)

2023/2024 Samedi 14 Octobre 2024

La rigueur, la clarté du raisonnement entrent dans une part importante de la note finale :
e chaque variable utilisée dans une démonstration doit étre définie

e chaque résultat annoncé doit étre justifié en citant précisément un théoréme du cours avec ses hypothéses
exactes ou en citant le numéro d’une question précédente du probléme

e toute question améne une réponse qui doit étre encadrée

e les calculs doivent étre détaillés et expliqués & l'aide de phrase en frangais

e les notations de I’énoncé doivent étre respectées

e les copies doivent étre numérotées

e on peut sauter des questions en précisant, s’il y a lieu, que 'on admet les résultats non prouvés
e on peut traiter les exercices dans l'ordre qui vous convient.

Les copies mal présentées encourent une pénalité de deux points sur vingt.

LES CALCULATRICES SONT INTERDITES

Exercice 1. Questions indépendantes

Vitr—+v1—=x

1) Limite éventuelle de f(x) = 5 en 0.
(sin+/T)
In(1 + 223
2) Calculer la limite en +oco et en 0 de f(x) = 7222—: Zz)

3) Résoudre I’équation shx = 3.

1+

4) Résoudre 'inéquation <l-=z

Exercice 2 On rappelle que U désigne ’ensemble des nombres complexes de module 1 et pour n € N* U, est
I’ensemble des racines n-iémes de I'unité. Pour n € N* et z € C on considére la somme

n—1
Sp(z)=14z+22 4+ 42" = sz avec la convention Si(z) = 1.
k=0

1) Etude du cas n = 3. Dans ce cas S3(2) = 1+ z + 22
-a~- Déterminer sous forme algébrique les solutions z de ’équation S3(z) = i.
-b- Déterminer 'ensemble des z € C tels que S3(z) € R.

2) Calculer S, (z) en fonction de n et z.

3) Dans cette question, on pose z = elnetn > 2.

2
T 1-—2z

-b- Déterminer le module et un argument de S, ().

-a- Montrer que S, (z)

4) -a- Montrer par récurrence sur n € N* que pour tout z € U on a |S,(z)| < n.

-b- Cette borne est-elle atteinte pour un z € U? Justifier.
5) Soit n > 2. Le but de cette question est de déterminer I' = {z € U /|S,,(2)| = 1}.

-a- Montrer que si z € U,—1 \ {1} ousi z € Up4q \ {1} alors z € T".
-b- Soit z € I". Justifier ’égalité

2" — 1| = |z — 1|, puis en déduire que z" +z" = 2z + Z.
-c- Soit 6 € R. Résoudre 'équation cos(nf) = cos#.

-d- Déduire de ce qui préceéde ’ensemble T'.




Exercice 3. Interversion de limites?

Soit 0 €]0,2n[. On définit la suite complexe (2,),,-, par son premier terme zo = 1 et la relation :

_ 1 .
VneN, z,=e?z, + 5(1 —e').

1) On note M, +1 et M, les points d’affixes respectives z,+1 et z,. Reconnaitre les éléments caractéristiques de
I’application transformant M,, en M, 1.

1
2) Montrer que la suite (wn)71207 définie par w, = z, — 3 est une suite géométrique.
3) En déduire, pour tout entier n > 0, une expression de w,, puis de z,, en fonction de n (et de 8).

4) Pour tout entier n > 0, on définit la somme S, (0) = z0 + 21+ + 2, = Z 2k

Montrer que

5) On pose, pour tout entier n > 0: T,,(0) =

e

1

Mont li T.00)— =| =
onrerquenir}rloo} (9) 2}
(

1
On dit que la suite complexe (7},(6)),,, converge vers le nombre 7

6) Un entier n étant fixé, déterminer la limite de T;,(6), lorsque 6 tend vers zéro.

7) Calculer alors lim (Hm Tn(H)) et 1im( lim Tn(e)).

n—+oo \ 6—0 6—0 \ n—+oo
Conclure.

Exercice 4. Fonctions trigonométriques.

1—
Soit f: x+ Arcsin(z) + 2 Arctan g ay

On se propose de donner une expression simple de f par deux méthodes différentes.

1) Premiére méthode: Etude de fonction.

-a- Déterminer le domaine de définition de f et étudier la continuité de f sur son domaine de définition.
-b- Montrer que f est dérivable sur | — 1,1][.
-c- Déterminer f'.

-d- En déduire une expression simple de f.

2) Deuxiéme méthode: Avec des fonctions hyperboliques.

1—thy
- I _ ¢
1+thy

-a- Soit y € R. Déterminer un réel z simple dépendant de y tel que : o

-b- Montrer que, pour tout y € R,
. 77' —_
sin (5 — 2 Arctan (e y)) =thy.

-c- En déduire, pour tout y € R, une relation simple entre Arctan (e_y) et Arcsin(thy).
-d- Montrer que tout réel x €] — 1, 1] s’écrit sous la forme x = thy, pour un certain réel y.

-e- Retrouver a partir des résultats obtenus dans la question 2) le résultat obtenu dans la question 1)-d-.



