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Exercice 1

1) Soit = €0, 1],

f) (1+z)—(1—2) ( VT )QX 2
x) = = -
(sinyz)® (VIFz+VI—7) siny/z Viter+VIi—z
lim vz = 0 et lim e 1 donc par composition lim sin /& =1.
z—0 w0 u z—0 \/E
On en déduit | lim f(z) =1
rz—1
2) Pour z au voisinage de 0 différent de 0,
(@) In(1+ 2x3) 23 In(1+ 2x3) 2x2
) = = .
2x3 322 + 4x 223 3x+4
In(1 In(1 + 223 222
Or 223 — et M — 1 donc par composition M —— 1. Puis par opérations T —
z—0 u—0 2x3 z—0 3z +4 =0

Finalement par produit | lim f(z) =0 |
z—0

Limite en +oco. Soit z > 0,

ln(a:3) + ln(g%3 +2)

xT) =
J(@) 322 + 4z

_,nz 1 +ln(@%+2)

S a2 3+4 0 32244z
p . . Inz . ln(g%a +2) D dui i —

ar croissances comparées —o- Mo 0 et par opérations o2 1 dn zjm 0. Donc par produit, L flx)=0]
3) L’équation est définie sur R.
Soit z € R,
T _ ,—x
shz =3 <= % =3

On pose z = e”.
shz=3 < 22-62—-1=0
Le discriminant de 22 — 6z — 1 est A =36 +4 =140 donc 22 — 62 — 1 = (z—3—\/10> (2—3—1—\/10).

Donc
shr =3 <= e*=3++Vv10oue®=3-+V10
9 < 10 donc 3 < V10,3 —+v10<0et ona3++v10 > 0.

On a donc
shr =3 <— e*=3++V10

t — Int est une bijection de R} dans R donc

shr =3 <— m:ln(3+x/ﬁ> .

Rq:  — shx est une bijection de R dans R donc on savait que I’équation avait une unique solution.

1
4) L’inéquation est définie si 1 —x # 0 et 1 te

> 0 c’est-a-dire pour = € [—1,1][.

Soit « € [-1,1],
1 1
1+x<1—x — 1+x<(1—m)2 car 1 —z > 0 et t — t est strictement croissante sur RT
—x —x
l+o—(1-x)3
— fr-0-af
1—=z

= x(m2—3m+4)<0 car 1 —z > 0.
Le trinome x? — 3z + 4 est toujours strictement positif (discriminant) donc

1+«
1—=x

On n’oublie pas z € [—1,1[. L’ensemble-solution est | S = [—1,0] |

<l—2x <= <0




Exercice 2 Soit n € N*.
1) -a- Pour tout z € C,

S3(z) =122 +2+1—-1=0 (E).
Le discriminant de (F) est A =1 —4(1 —i) = =34+ 4i. On a |A] = 5. Soit § =z +iy ou (z,y) € R?
22 —y?=-3 22 =1 r=louzxz=-—1
2 =-3+4ie{2zy=14 Sqry=2 S zy>0
22 4+ y? = 5 (module) y? =4 y=2ouy=—2

“1-(420) -1+ (1420)

_ =1, ——= =
2 2

D’ou | P’ensemble-solution de I’équation S3(z) =1: {i,—1 —i} |

Dot A = (1 + 2i)2. D’ou les solutions de (E):

-b- Notons F' I’ensemble cherché. Pour tout z € C,

2EF&83(:2)eRS 142422 =142+4220142+422=142+22 0 2-2+22-22=0

2 =2 zeR
S (z-2Z)(1+2+2)=0& 4 ou & ¢ ou 1
z+z=-1 Re(z):fg

1
Donc F:RU{—E—Fiy/yER} .

2) On reconnait la somme des termes d’une suite géormétrique de raison z de premier terme 1:

1— 2"
S =n et Vze€C\{1}, Su(z) = - z
—z
3) Soit z=em et n > 2.
1—2z"  1—el" 2
-a- z # 1 donc d’aprés le 2) Sy, (z) = - ° dou Sn(z) =
1-=z 11—z 1—=2
-b- On écrit Sy (z) sous forme peie oup =0,
.
Sulz) = : L LI S
g%(e izln,ei%> —2ising-  sin g-
1
Or — €]0,n1[ donc sin — > 0 d’ott | |Sn(2)| = — | Puis | Arg(Sn(2)) = —— + = [2q]
2n 2n sin o 2n 2
4) -a- Soit z € U. Posons pour n € N*, P(n): “|Sn(z)| <n”".
Initialisation. Pour n =1, |S1(2)| = |1| =1 < 1. D’ou Py vraie.
Heéredité. Soit n € N*, supposons P(n) vraie. Alors
[Snt1(2)| =142+ 2" L2 <1424 2"+ |27 (inégalité triangulaire)
—_— ~~

=|Sn(2)| =|z|"=1

<n+1 (d’aprés ’hypothése de récurrence).

Conclusion. | Pour tout n € N*, |S,(2)] < n |

-b- 1 €U et Sp(l) =n. | La borne est donc atteinte en 1 |

5) -a- Soit z € U,_1 \ {1}. Clairement z € U, puis comme 2" ! =1et z # 1

1—2z" 1—2n"1g 1—2=z
S (z) = = =
n(2) 1—=z2 1—2z 1—=2

=1. Dot |Sn(2)| = 1.

Soit z € Up+1 \ {1}. Clairement z € U, puis comme 2"t =1 et z # 1

1=z 1,Z7L+1l 1,1 z=1 1 1
Sn(z) = = Z = 2 =—2_=——. DoulSu(z)=— =1
n(2) 1—2 1—2 1-2z 1-=z2 z |5n(2)] | 2|

Dans les deux cas, on a bien .

1—m
-b- Soit z € T". Alors z # 1 car Sn(1) =n et n > 2. Donc 1 = |S,(2)| = % dot [ |1 = 2" =[1—2[}
—z



Puis
|1 — 2|2 = |1 — 2|? car les modules sont des réels positifs.

(1= =T =27 = (1 = T =2)
(1—2")(1 = 2") = (1 - 2)(1 - 2)
1—2"—2"4+ |2"2 =1-2-Z+2?
=|z|2n=1 =1
Ainsi| 2" +2" =242
-c- Soit @ € R. Notons (E’) I’équation cos(nf) = cos 6.
0=0 2m
nd =0 [27] (n—1)0 =0 [27] - n—1
(E") < { ou < {ou & (ou
nf = —0 [27] (n+1)0 =0 [27] o=0 | 2T
n+1

n—1

2k 2k
D’oti | 'ensemble-solution de (E’) est { Ul / ke Z} U { J:rl / ke Z} ..
n

-d- Soit z € I". En particulier, z € U, posons donc 0 € R tel que z = e'?. Puis d’aprés 7)-b-, 2" + 2" =2+ 7Z, et

2P+ =247 2" +27 =2 +Z & 2Re(2") = 2Re(z) & Re (eni9> =Re (ei9>

2km 2ikm
HkEZ/GZnil JkeZ)z=en1

< cos(nf) = cosf < < ou < < ou & z2€Un—1UUpy1-
2k 2ikm

keZ/6= FEeZ/z=entl

n+1

On a donc prouvé I' C Up—1 UUp41. Notons que 1 ¢ T' car S, (1) =n > 2 d’ou |Sp(1)] #1. Donc I’ C Up—1 UUp41 \ {1}
Puis en 7)-a-, on a montré U,,—1 UUp41 \ {1} CT.

Finalement, [ I' = Up—1 UUp4+1 \ {1} |

Exercice 3

1 . 1
1) VneN, zp41 — 5 = ¢t (zn — 5)

1
My, +1 est 'image de M, par la rotation de centre 2 d’affixe 5 et d’angle de mesure 6.

2) 1l sort pour tout n € N, wp41 = ePw,.

1 ,
(wn),, est la suite géométrique de premier terme 5 et de raison e?.

; 1
3) Pour tout n € N, wy, = e wg = €
1
2

ind

4 einé)

- 1
Ainsi z, = B

; o

n 1
Zn = COS —e' 2
2

On a bien sir factorisé par ’angle moitié.

N 1N/ 0\ F
i — — 7
4) Pour tout entier n > 0, S, (0) = E = 5(n+ 1) + 3 E (e )
k=0 k=0
. 1 11— ei(n+1)0
60
1 6 €]0, 27| d Sn(0)= 1 -
e # 1 car 0 €]0, 2n[ done Sn (@) 5 (n + 1) + 575
En factorisant par I’angle moitié,
1 12isin 2o 0
Sp(@)==(n+1)+ = 2ot
() 2( ) 2 2z'smg




5) Pour tout n € N,

1 1 ne sin VHLlg
Tn(0) = = + e’z E
n0 =3 2(n 4 1) sin ¢
1 1 sin 2+1g
‘ To(0) — = ‘: 7‘729‘
2 2(n+1) [sing|
1 1 1
To(0) — - (g -
‘ n () 217 2(n+1)sin g
.on+1 .0 -

En effet ‘ sin 6 ‘g 1 et sin 5 > 0 car 6 €]0, 27| (on ne utilise pas, on peut garder la valeur absolue).
. 1 R L . 1
lim ——— =0 . D’aprés le théoréme d’encadrement, | lim |7,(0) — = |=0}

n——+oo 2(n + 1) sin g n——+oo 2

6) Soit n € N.
1 ein9 sin L‘Hg 0
V0 €]0,2x[, Tn(0) = = X — 2~ x —2
10,2n, Tn(6) 2 * 2 —n'QHQ sing
En utilisant lim ¢™® = 1 et lim —ew — 1 on obtient
6—0 u—0 u
1 1
lmT,0)==-+-=1}|
g Tn0) =35 +3

7) On déduit des questions 5 et 6

1
li li Th(0)] ==et 1 lim 7,,(0) | = 1.
o, (nJToo n >) g ot lim (;“ n( >)
Moralité. On ne peut pas "intervertir" les limites n’importe comment.

Exercice 4. Fonctions trigonométriques.

1) Premiére méthode: Etude de fonction.

-a- Comme Arcsin est définie sur [—1,1] et = — /= est définie sur Ry, alors pour z € R,

z € [—1,1]
€D el i"%20 saod-11]
x > z€e]—1,1].
! 1+z
x#—1
Donc | f est définie sur | — 1, 1] |
Puis
e 3 — est continue sur ] —1,1] a valeurs dans R4

e ¢/t est continue sur Ry & valeurs dans R

e 2 Arctan est continue sur R

donc par composition puis somme avec Arcsin continue sur | — 1, 1], on obtient | f est continue sur | — 1,1] |.

1—=z
-b- Comme Arcsin dérivable sur | — 1,1[, ¢t — V't est dérivable sur R: et x — s’annule en 1, en adaptant le raisonnement

de 1)-a- en remplagant continue par dérivable on obtient, | f est dérivable sur | — 1, 1] |

-c- Soit z €] — 1,1,

(14=)?2
1 2155
f(z) = +2 =
Vi—a2 14132
-1
L (1+2)?
= 2
v1—zx2 + 2 /1—x
1+=x 14z
1
_ # _ 14
V1—z2 [l1==
1+
1 1

-d- Comme f’ est la fonction nulle sur I'intervalle | — 1, 1[ alors f est constante sur | — 1, 1[, et par continuité de f sur | —1,1], f



est constante sur | — 1, 1].
Or f(0) = Arcsin(0) + 2 Arctan(1l) = g

En conclusion : |Vz €] —1,1], f(z) =

2) Deuxiéme méthode: Avec des fonctions hyperboliques.

-a- Soit y € R,

2y 4
1—thy 1- 22y+1

1+thy 1+e29—1

e2y 41
2
T 262y
1—thy e
1+thy i

-b- Soit y € R, on pose § = Arctan (e_y)7
L _
sin (5 — 29) = cos (20)

=2cos?(h) — 1
_ 2
T 1+tanZ26
11— tan? 0
" 14tan26’
Et donc en remplagant et en utilisant
tan(Arctan (e7¥)) = e ¥
il vient
1—e 2y %
— S X 5y

)) 1—e2
)

sin (g — 2 Arctan (efy

=th(y) |

sin (g — 2 Arctan (efy

-c- On utilise : Va € [—1,1], sin(Arcsin(a)) = a, avec a = th(y) € [—1, 1], et donc d’aprés 2)-b-,

sin (g — 2 Arctan (e_y)) = sin(Arcsin(th(y))).

Puis d’une part, Arcsin(th(y)) € [7%, g]
D’autre part, e=¥ > 0 donc Arctan (™) € ]O, g [ donc — — 2 Arctan (e”Y) ]0 — [ [—g, g]
Enfin comme
T w2 . .

Y(a,b) € [—5 5] , sin(a) =sin(b) =>a=0>

car sin réalise une bijection de [7 s ] vers [—1,1], il découle de ce qui précéde que
g — 2 Arctan (e”¥) = Arcsin(thy).
-d- Soit z €] —1,1].

En tant que fonction continue et strictement croissante sur I'intervalle | — 1, 1], th réalise une bijection de R vers | — 1,1], et

donc | il existe un unique y € R tel que z = thy. |

-e- On fait la synthése des questions précédentes, on utilise 2)-c-, en y remplagant th(y) = x d’aprés 2)-d- et

1—th 1-—
e V=ve =, Y T (dapres 2)-a-).
1+thy 1+
On obtient finalement,
1=
Vz €] — 1,1, Arcsin(z) + 2 Arctan z_ZI ().
1+ 2

Pour ¢ = 1, on vérifie facilement Arcsin(1) + 2 Arctan v0 = g, la relation (*) est donc vérifiée pour = €] — 1, 1].



