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CHAPITRE

FONCTIONS D'UNE VARIABLE
REELLE : LIMITES, CONTINUITE.

Dans tout ce chapitre, I,.J désignent des intervalles de R, R désigne R U {—00, +0}.

Compléments sur les fonctions d’une variable réelle a valeurs réelles

I.1 Voisinage

f—[Déﬁnition (Voisinages)} N

e Soit a € R. On dit que V' C R est un voisinage de « s’il existe § > 0 tel que |Ja — d§,a + §[C V (on
peut aussi autoriser un intervalle fermé [a — d,a + ] C V).

e On dit que V C R est un voisinage de +oo s’il existe un réel A > 0 tel que [A4, +oo[C V.

e On dit que V C R est un voisinage de —oco s’il existe un réel B < 0 tel que | — co, B] C V.

f—[Remarques (Propriété d’une fonction au voisinage d’un point xo)} N

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et a € I, a éventuellement —oco ou -+oo.

On dire que la fonction f vérifie une propriété au voisinage de a s’il existe un voisinage V' de a tel que la
propriété soit vraie au voisinage de a.

On oppose ici une propriéte locale d’une fonction, vraie au voisinage d’un point, et une propriété
globale, vraie sur tout I'intervalle I.

Cette notion est ’analogue pour les fonctions de la locution “propriété vraie a partir d’un certain rang pour
les suites’

(. J

Exercice.

1) Ecrire que la fonction f est majorée au voisinage de 2, que la fonction f est bornée au voinage de +oo.

2) La fonction inverse est-elle bornée? Est-elle bornée au voisinage de tout point de R .

1.2

sup-inf-max-min

,—[Déﬁnition (Borne supérieure-Borne inférieure)} N

Soit f € R ou I est un intervalle de R.

e Si f est majorée sur I alors f(I) est une partie non vide de R majorée donc admet une borne supérieure

appelée borne supérieure de f sur I et notée sup f ou sup f(z).
I zel

e Si f est minorée sur I alors f(I) est une partie non vide de R minorée donc admet une borne inférieure
appelée borne inférieure de f sur I et notée irIlf f ou infl f(x).
EAS

1 1
Exercice. 1) Montrer que sup — n’existe pas et inf — = 0. 2)  Déterminer sup Arctan et inf Arctan.
>0 T z>0 T R, Ry



,—[Déﬁnition (Maximum—Minimum)}

Soit f € R! ou I est un intervalle de R

e [ admet un maximum global noté mlaxf enac€lsi: Ve el, f(z) < f(a).
e f admet un minimum global noté mIinf ena€lsi: Ve eI, f(z) = f(a).

e f admet un extremum global si elle admet un maximum ou un minimum global.

e f admet un maximum local si au voisinage de a, f(z) < f(a) c’est-a-dire

30>0/Vz €la—4d,a+4], f(z) < f(a).

e f admet un minimum local si au voisinage de a, f(z) > f(a) c’est-a-dire

30 >0/Vx €la—d,a+4], f(x) = f(a).

e f admet un extremum local si elle admet un maximum ou un minimum local.

(.

2

’—‘ Remarques (Borne supérieure = maximum) J

. Pt : X. . X = é i X =
Si la borne supérieure est atteinte c’est le maximum. Par exemple sup cos = 1 peut s’écrire maxcos = 1
R R

T
car cos0 = 1. En revanche sup Arctan = 5 n’est pas atteinte, ¢a n’est pas le maximum.
R

II Limite d’une fonction

II.1 Limite en un point

,—(Déﬁnition (Limite d’une fonction en un point)}

Soit feR etacletlcRR.

e f admet [ pour limite en a, noté lim f(z) =1 ou f(x) — [ si:
Tr—a Tr—a

Ve>0,30>0/Veel, |lzr—a|<d=|f(x)—1]<e
e f admet ! pour limite en +o00, noté lim f(x) =1ou f(z) — Isi
r—+00 T—r+00
Ve>0,3A>0/Veel, x> A= |f(z)-1l<e

e f admet [ pour limite en —oo, noté lim f(x) =1ou f(z) — Isi:
T——00 —

— 00

Ve>0,3A<0/Veel,c<A=|f(z)-1l<e

e f admet +oo pour limite en a, noté lim f(z) = 400 ou f(x) — +o0 si:
Tr—a T—a
VA>0,30>0/Vzel,|lx—a|<d= f(x) >
e f admet +oo pour limite en +o00, noté lir+n f(z) =400 ou f(x) = ~+00 si:
T——+00 T—>+00
VA>0,3B>0/Vzel, x> B= f(x) >

e f admet +oo pour limite en —oo, noté lim f(z) = +oo ou f(x) -t si:
T——00 T——

VA>0,3B<0/Vzel, s <B= f(z)> A

e Définitions analogues si la limite est —oo




= Explication &1 On peut expliquer ces définitions a laide des voisinages. Par exemple pour lim f(z) =1, la
r—a

définition signifie que pour tout voisinage V; de [, il existe un voisinage V, de a tel que pour tout z € V, alors f(z) € V].
On a une définition similaire pour toutes les autres limites. [Faire un dessin illustratif].

~— Théoréme ~

Soient f € R, a € I, a éventuellement infini et [ € R.

D) fl@) =l e flz)=l-—0 [fz) =1 —0
2) flz) 2 I[=]If @) = Il et fz) —0 & |f(z)] —0

3) Siaestfini: f(z) — 1 & f(aJrh)h—El.
—

r—a

I’= Explication &1 La propriété 3) justifie que le calcul d’une limite en a se rameéne au calcul d’une limite en 0
en posant £ = a + h.

f—[Théoréme (Uniciteé de la limite)] N

Si la limite existe alors elle est unique.

| J

,—[Déﬁnition (Limite a gauche, a droite)} N

Soit f € R, a €T et | € R ou événtuellement infini.
On dit que f admet pour limite [ & gauche (resp. a droite) en a si la restriction de f;qj—oc,q[ (Tesp.
fi1na,400]) @dmet [ pour limite. On note:

lim f(z)=1 ou f(z) — I (resp. lim f(z) =1 ou f(z) — I).

T—ra_ T—a_ T—aq T—ra

(. J

f—[Remarques (Définition avec les 5)} <

Pour les limites a gauche:

leR: Ve>0,30>0/Veel,a-d<z<a=|f(z)-1<e

l=400: VAeR,FI>0/Vezel,a—0<ax<a= f(z)=A
l=—-0c0: VAeR, I>0/Veel,a-0<z<a= f(z)<A.
L Pour les limites & droite “a — 0 < z < a” est remplacé par a < x < a + 9. )
Exercice. Déterminer la limite a gauche et & droite en 0 de la fonction x +— |z].
II.2 Limites et inégalités
f—[Théoréme (Limite donne une borne)} N

Soient f € RT, a € TU{—00,+00} et | € R tels que lim,_,, f(x) = [.

1) Si f admet une limite finie en a alors f est bornée au voisinage de a.

2) Si f admet pour limite [ € R avec a < I < 3 alors a < f(z) < 8 pour z au voisinage de a.

& Attention & Contrairement aux suites, une fonction bornée au voisinage d’un point n’est pas nécessairement
bornée.

I'= Explication =1  On utilise souvent 2) dans le cas ! > 0. Autrement dit, si f(z) — [ avec! > 0 alors f(z) >0
T—a

au voisinage de a.



/—[Théoréme (Passage a la limite dans les inégalités)}

Soient (f,g) € (RT)2, a € TU {—o00,+cc} et (I,1') € R2.

flz) — 1
roa et f(z) < g(z) (resp. f(x) < g(x)) pour x au voisinage de a alors: [ <I'.

g9(z) . U
r—a

Cas particulier : on suppose f(z) — .
r—ra
e Si f(z) < M (ou f(z) < M) au voisinage de a e Sim < f(z) (oum < f(z)) au voisinage de a
alors: <M alors: m <.

NB : le passage a la limite d’inégalités strictes donne une inégalité large. Contre-exemples?

I1.3 Opérations sur les limites

Soient (f,g) € (RY)? deux fonctions. Soit a € I U {—o00, +00}.

Somme
lim f(x) leR|lIeR|I€R| +o0 | +00
T—a
lim g(z) 'eR| 400 | —0 | 400 | —0
r—a

lim f(z)+g(z) | I+ | 400 | —oc0 | +o0 | F.L

& Attention & Daus le cas de la forme indéterminée +00 — (+00) tous les cas peuvent se produire:

o f(x)=x+1, g(z) ==z, alors f(z) —g(z) =1 —1

T—a

o f(z) =2+, g(x) = 22, alors f(z) — g(x) = v — +oo

r—a

o f(x)= 22, g(z) = 2% + z, alors flz) —glx) = -z gl — 00

Multiplication par un scalaire

lim f(z) |leR +00 —00

T—a

+o0s8iA>0 | —cosiA>0
lim (Af(z)) Al 0siA=0 0siA=0

r—a

—0siA<0 | +oosiA <0

Produit
%il}}lf(z) leR |1eRy | IeRy |leR2 | IeRZ | 0 | +oo | too | —00
}1&}1 f(z) 'eR| 400 —00 +oo —00 | oo | 400 | —o0 | —00
;1311 fl@)glz) | W +o0 —00 +oo —oo | FI. | 400 | =00 | +00

o f(z)= é, g(x) = x, alors f(z)g(x) =1 — 1
o f(z)= %7 g(x) =z, alors f(x)g(x) = % ;; 0
b f($) = é; 9($) = xz, alors f(x)g(x) =1 EZ +00.



Inverse

lim f(z) [l€R | xoco | 0T | 0~
T—a

li ! - 0

Il_r}r}lm 7 +00 | —00

I'= Explication =1 Par f(xz) — 0% (resp. f(z) — 07), il faut comprendre
r—a r—a

flx) —0
r—a
f(z) >0 (resp. f(z) < 0) au voisinage de a
Quotient

lim f(z) | leR |[eR| 0 |leR} |IcR} |[I€R* |l€R" | £oo | +00 | +00 | —00 | —00
r—a
lim g(z) | I' e R* | +o0 0 0" 0~ 0F 0~ too | 07 | 07 | 0F | O~
r—a
im Lx) 1 0 FI | 4oo —00 —00 +o0o | FI. | +00 | —00 | —00 | 400
azag(e) | 1

. . . 0 .
& Attention & Dans le cas de la forme indéterminée 0 tous les cas peuvent se produire:

1 1 z
° f(g;):;,g(x):E,alorsﬁzlml
1 1 1
1 _ 1 i L
o flr) =25 9@) =, alors B == 0
1 1 f(z)
* J@) =3 9(@) = 5, alors gg =@ 2 oo

o +00 . . .
Contre-exemples similaires pour le cas ——, en prenant les inverses des fonctions f et g ci-dessus.

Composition

/—[Théoréme (Limite d’une composée)}

Soient :
o feR et g€ R’ tels que f(I) C J e bec JU{—o00,+o0}
o a€TU{—o0,+oco} elcR

Supposons  f(z) — b et g(z) — 1 alors (go f)(z) — L.
T—a z—b T—a

Image d’une suite

/—[Théoréme (Caractérisation séquentielle de la limite)}

Soient :
e f:I — R une fonction avec I un intervalle e [ €R ou —oo ou +00
e a €1 ou—ooou+4oo
f(x) —> [ si et seulement si pour toute suite (uy)neny d’éléments de I qui admet pour limite a, la suite

r—a
(f(un))nen admet pour limite I.




En particulier, on retrouve avec la condition nécessaire = le théoréme d’image d’une suite

I’= Explication &1
par une fonction (vu dans le chapitre sur les suites sans démonstration) permettant de calculer la limite de f(u,,)

f—[% Méthode pratique (Prouver qu’une fonction n’admet pas de limite en a)%

Pour montrer que qu'une fonction f n’admet pas de limite en a,
e soit on détermine une suite (x,,), d’éléments de I de limite a telle que (f(z,))n n’a pas de limite

e soit on détermine deux suites (2, )n, (Yn)n d’éléments de I de limite a telles que f(zy,))n et (f(yn))

possédent deux limites distinctes.

1
Exercice. Montrer que f(z) = sin — n’admet pas de limite en 0.
x

II.4 Limite par encadrement, majoration, minoration
.

f—[Théoréme (Théoréme des “gendarmes” ou d’encadrement)}

Soient (f,g,h) € (RT)3, a € TU {—00,+c} et | € R.

g(x) < f(z) < h(z) au voisinage de a
S alors  f(z) — 1
g(x) — [ et h(x) — l z—a

~— Corollaire

Soient (f,¢) € (R1)2, a € TU{—o0,+oc} et I € R.
-1 < isi d
- |f(z) =1 < ¢(x) au voisinage de a dors  f(z) s 1
QD(I) j) 0 T—a

|

Exercice.
sinx

1) Déterminer la limite en +oo de f(x)

2) Déterminer la limite en 0 de f(x) = x cos (—)
x

Ed

3) Déterminer la limite en +00 et en —oo de f(x)

f—[Théoréme (Théoréme de minoration, de majoration)}

Soient (f, g) € (R)3, a € T U {—o00, +00}.
5@ f(z) < g(x) au voisinage de a 1
) Si () — +o0 alors  g(z) — Foo.
r—a
z) < g(x) au voisinage de a
2) si {f( ) < 9(@) 5 alors  f(z) — —oo.
g\r E —00 T—a




I1.5 Théoréme de la limite monotone

,—[Théoréme (Théoréme de la limite monotone)}

Soient (a,b) € R? ou —oco ou +00 et f :Ja,b[— R une fonction croissante.

1) e Si f est majorée, alors f admet une limite finie [ en b et lirr%) f(x) =sup f
T—> ]a,b[

Si f n’est pas majorée, alors f(z) — +00.
r—>

[\)
~—
[ ]

Si f est minorée, alors f admet une limite finie [ en a et li_r>n flz) = ]ing[ f
x a a,

Si f n’est pas minorée, alors f(xz) — —oo.
Tr—a

Résultats similaires si f est décroissante.

|

Exercice. Démontrer que In admet pour limite 400 en 4o0.

IIT Continuité en un point

f—[Théoréme-Déﬁnition (Continuité en un point)}

Soient f € R et .

e Si f admet une limite finie en a alors la limite est f(a).

e On dit que f est continue en a si f admet une limite finie en a et donc :

f est continue en a si seulement si lim f(z) = f(a).
r—ra

e f est continue a gauche (resp. continue a droite) en a si lim f(z) = f(a) (resp. lim f(z) =

f(a)). - ’

(S

zln|z| siz#0

] . Montrer que f est continue en 0.
0 siz=0

Exercice. On pose f(z) = {

,—(Remarques (Continuité en un point = propriété locale)J

La continuité en un point est une propriété locale car on ne tient compte du comportement de la fonction
au voisinage du point sans regarder ce qu’il se passe ailleurs.
(.

f—[Théoréme (Caractérisation de la continuité)}

Soient f € R! et a € I. Alors f est continue en a si et seulement si f est continue a gauche et a droite en
a.

(S

f—[Théoréme (Caractérisation séquentielle de continuité)}

Soient f € R' et a € I. Alors :
f est continue en a si et seulement si pour toute suite (u,)nen d’éléments de I qui qui converge vers a,
la suite (f(un))nen converge vers f(a).

,—(Remarques (Utilisation de ce théoréme)}

e On a utilisé ce théoréme pour passer a la limite la relation de récurrence w1 = f(uy). Siu, — I

n — 4oo

et f est continue en [ alors f(u,) — f(I).
n — 4oo

e On peut utiliser ce théoréme pour transférer des propriétés valables sur les rationnels.




Exercice.
1) La suite définie par u,4+1 = 1 + u2 peut-elle converger?

2) Déterminer les fonctions continues en tout point de R vérifiant f(z) = x pour tout x € Q.

f—[Déﬁnition (Prolongement par continuité)} N

Soient a € I et f définie sur T\ {a}. On suppose que lim f(x) existe et est finie, que ’on note {. On peut
Tr—ra
f+ 1 — R
alors prolonger f par continuité en a en posant N {f(x) siz#a .

l siz=a
(. J

f—| Remarques N

1) Souvent le prolongement est encore noté f.

2) & Attention & On ne prolonge pas la dérivée d’une fonction. Une fonction prolongée en xg

est dérivable ou ne ’est pas.
(. J

Exercice. Prolonger par continuité en 0 la fonction f : z + zsin(1).

IV  Continuité sur un intervalle

IV.1 Ensemble des fonctions continues sur un intervalle

Définition (Ensemble des fonctions continues)}

Soient I un intervalle de R et f € R’.
On dit que f est continue sur [ si f est continue en tout point de I.
On note C(I,R) ou C(I) ou C°(I,R) ou C°(I) leur ensemble. Une fonction continue est dite de classe C°.

I’= Explication =1 La continuité correspond au fait que le tracé de la courbe peut s’effectuer sans lever le crayon.
La continuité sur un intervalle est une propriété globale contrairement & la continuité en un point.

Exemples Les fonctions usuelles: |-|, 2 — z, fonctions polynomiales, fonctions fractions rationnelles, exp, In, fonctions
trigonométriques circulaires et hyperpoliques et leur réciproque sont continues la oul elles sont définies.
f—[Théoréme (Opérations sur CO(I,R))} N

1) Soient f et g des fonctions continues sur un intervalle I et A € R. Les fonctions:
| f]s f+a, A, fa, f (si g ne s’annule pas sur I)
g

sont continues sur I. Autrement dit, C°(I,R) est stable pour le produit, la somme, la multiplication
par un scalaire, par le quotient.

2) Soient f une fonction continue sur un intervalle I et g une fonction continue sur un intervalle J telles
que f(I) C J. Alors (g o f) est continue sur I.




f—[%\ Meéthode pratique N (Comment étudier la continuité d’une fonction)} N

e Continuité en un point a € [ :
» Méthode 1 : on montre que f(z) — f(a).
Tr—ra
» Méthode 2 : si 'expression de f différe a gauche et a droite de a, on montre que

f@) = f@) et f@) — f().

e Continuité sur un intervalle I. On utilise le théoréme ci-dessus d’opérations sur les fonctions

continues en “décortiquant” la fonction & étudier.
(. J

Exercice.

1) Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle I. Montrer que les fonctions max(f, g) et min(f, g) sont
continues sur .
On pourra écrire ces fonctions a a Uaide de (f + g) et |f — g].

2) Etudier la continuité sur R de la fonction f : z +— 2] + /2 — |z].

IV.2 Les grands théorémes de la continuité

IV.2.a Théoréme des valeurs intermédiaires

Théoréme (Théoréme des valeurs intermédiaires)}

Soient I un intervalle de R et f une fonction continue sur I. Soit (a,b) € I? avec a < b.
Pour tout y compris entre f(a) et f(b), il existe ¢ € [a, ] tel que y = f(c).

Remarques

1) L’hypothése de continuité est essentielle, sans quoi ¢ n’existe pas forcément.

2) Le TVI montre I’existence d’un ¢ mais pas l'unicité. Pour obtenir 'unicité il faut utiliser le théoréme
de la bijection monotone.

En pratique , on utilise souvent le corollaire suivant:

Corollaire (Résolution de f(z) = 0)}

Soient I un intervalle de R et f une fonction continue sur I. Soit (a,b) € I? avec a < b.
Si f(a)f(b) <0 (resp. < 0) alors ’équation f(x) = 0 admet au moins une solution dans l'intervalle [a, b]
(resp. a, b]).

Exercice.



1) Montrer que I’équation e~? = z admet au moins une solution dans ]0, 1[.

2) Soit f:]0,1] — [0,1] une fonction continue. Montrer que f admet un point fixe.

Proposition

Une fonction continue et injective sur un intervalle est strictement monotone.

IV.2.b Image d’un intervalle

Théoréme (Image d’un intervalle par une fonction continue)}

L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

& Attention & L’intervalle initial et l'intervalle image ne sont pas forcément de méme nature. Donner des

exemples.

Remarques

Ce théoréme peut-étre utilisé pour montrer qu’'une application n’est pas continue. En montrant que 'image

d’un intervalle n’est pas forcément un intervalle.

. sizeQ

x
Exercice. Soit la fonction f définie sur R par f(z) = { 1 ir¢Q Montrer que f n’est pas continue sur R. On
5 S1 X

pourra étudier f([0,1]).

f—[Théoréme (Image d’un intervalle et monotonie)}

Soient I un intervalle et f une fonction continue sur I. Soit (a,b) € I? avec a < b. Alors:

1) si f est strictement croissante sur I alors 2) si f est strictement décroissante sur I alors

o f([a,8]) = [f(a), F(V)] o f([a,0]) = [f (1), f(a)]
f(a,b]) =] lim _f(z), f(b)] f(a,bl) = [£(b), lim f(z)]
f(la, D:[ ( ), lim f(2)] o f(la,b]) =] lim f( ) f(a)]
f(a,b)) =] lim_f(z), lim f(z)| f(la,0]) = hm f(z), lim f(z)[.

10



Théoréme (Image d’un segment par une fonction continue)}

L’image d’un segment par une application continue est un segment.
De fagon similaire, soient (a,b) € R? a < b et f une fonction continue sur le segment [a,b]. Alors f est
bornée et atteint ses bornes c’est-a-dire posséde un maximum et un minimum.

Exercice.
1) Soit f une fonction continue sur R. Montrer que la fonction x — f(sinx) est bornée.

2) Soit f une fonction continue sur [0, 1] telle que: Va € [0,1], f(z) > 0.
Montrer qu'’il existe m > 0 tel que: Vz € [0,1], f(z) > m. Le résultat est-il vrai si f est continue sur ]0, 1[.

IV.2.c Théoréme de la bijection monotone

/—[Théoréme (Bijection monotone)}

Soient I un intervalle de R et une fonction f : I — R telle que
(i) f continue sur I
(ii) f strictement monotone sur I.
Alors f réalise une bijection de I vers J = f(I) de fonction réciproque f=!: J — I avec de plus:
1) J est un intervalle dont les bornes sont les images par f (ou les limites) des bornes de I
2) f~! est strictement monotone sur J de méme sens de variations que f

3) f~! est continue sur J

|

f—| Remarques

1) Ce théoréme a déja été utilisé pour justifier 'existence des fonctions exp, Arccos, Arcsin, Arctan.

2) Ce théoréme est utilisé pour montrer I'existence et 'unicité de la solution d’une équation (cf. chapitre
sur les bases de 'analyse).

V Fonctions a valeurs complexes

On donne dans cette partie quelques éléments sur les fonctions f définies sur un intervalle I & valeurs dans C.

11



V.1 Définitions
— Définition N

Soit f € C! ou I est un intervalle de R.

e On définit les fonctions parties réelle et imaginaire de f:

Re(f): I — R Im(f): I — R
z — Re(f(z)) z = Im(f(z))

e f est bornée s’il existe M € RT tel que pour tout = € I, |f(x)| < M.

Exemple La fonction f:t € R+ el? est bornéee sur R, car pour tout t € C, |f(¢)| = 1.

f—[Déﬁnition (Limite et continuité)} N

Soient f € C!, a € TU{—o00,+c} et I € C.

e f admet [ pour limite en a, noté lim f(z) =lou f(z) — lsi: |f(z)—-1 — 0.
T—a T—a T—a

e Sia €, ondit que f est continue en a si lim f(z) = f(a).
r—a

(. J

f—| Remarques <

1) Il n’y a pas de notion de limite égale & +oo.

2) Les notions de limites & gauche et a droite sont conservées.

i

e'x
Exercice. Déterminer la limite en +oo de f(x) = .

T
/—[Théoréme (Caractérisation avec les parties réelle et imaginaire)} N

Soient f € Cf et a € T U{—00,+00}.

R Re(l
1) Soit I € C. Alors:  f(z) — 1 < o(f(z)) a:z e(l)

- Im(f(@)) —» Im()
Dans ce cas lim Re(f(x)) = Re (mhg(ll f(x)), lim Im(f(x)) =Im (0}13}1 f(x))

NB : on peut donc échanger les symboles lim et Re/Im.

2) Sia € I. Alors f est continue en a si et seulement si Re(f) et Im(f) sont continues en a.
(. J

Exercice. Montrer que la fonction f définie par f(x) = e!® est continue sur R.

,—| Remarques <

e Ce qui est encore valable: la caractérisation séquentielle de la limite, caractérisation séquentielle
de la continuité, les opérations sur les limites.

e Ce qui n’est plus valable: notion de fonction majorée-minorée (pas d’ordre), passage a la limite
d’ingéalités, théoréme des gendarmes, théoréme de la limite monotone (car pas d’ordre), le théoréme
des valeurs intermédiaires, le théoréme de la bijection.
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VI Comparaison des fonctions

VI.1 Négligeabilité - Domination

~(Définition (Négligeabilité - Domination))

Soient (f,g) € (RY)? tel que g ne s’annule pas au voisinage de a et a € I U —00, +00

f(@)
g@) 7

On note f = o (g) ou f = 04(g), on dit que “f(z) est un petit o de g(z)”.
T—a

e f est négligeable devant g au voisinage de a si

e f est dominée devant g au voisinage de a si = est bornée au voisinage de a.

g
On note f = O (g) ou f = O4(g), on dit que “f(x) est un grand O de g(z)”.
Tr—ra

(.

Exemples
2 2 2 2
9 4 x= 1 x= z T
1) €T _O+oo($ ) car E = FJ,:ZOO 3) Tl —O+OO(I') car z($+1>’ < F <1
5 3 x’ 2
2) 2° = oo (z?) car s =2 30
,—[Remarques (Quelques propriétés)}
e “Un petit 0 est un grand O” : f = 0,(g9) = f = 04(9)-
e f(x) = 04(1) signifie que f(xz) — 0 e f(x) = O,(1) signifie que f est bornée au voisi-

Tr—a
nage de a.
(.

f—[Théoréme (Opérations sur les o)}

Soient f1, f2, g1, g2, f, g et h des fonctions définies sur I & valeurs dans C, a € I U {—o0,+00}, A, a des
réels.

: o [ =0a(Ag) 4) fr = 0a(f2) = f19 = 0a(f29)
D) [SiA#£0]  f=oule) = {)\f—oa(g)

) 5) [Sia>0] {jﬁiﬁft)”“ = £ = 0(g?)
v

f=o0a(g) .
B 6) { B = f =o04(h), (larelation o est
3) {f1 = 04(91) — Fufa = 0alg102) g = 0g4(h)

f2 = 0a(92) transitive)

& Attention & Certaines opérations sont illicites avec les o.

e La somme: si fi = 0,(g1) et fa = 04(g2), alors on n’a pas nécessairement f1 + fo = 0a(g1 + g2).
Par exemple x — 1 = 04 (302) et 1 =0400 (1 — x2) pourtant =04(1).

e La composition: si f = 0,(g), alors on n’a pas nécessairement ¢ o f = 0,(p o g).

1 1 1
Par exemple avec © = 04 (3:2) et p(x) = —, alors —=04 (—2>
T T T

Remarques (Opération sur les O)}

On a pour “grand O” les mémes propriétés que petit o (remplacer o par O).
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/—[Théoréme (Comparaisons des fonctions de référence)}

Soient «, 3, v des réels strictement positifs.

1) Sia < B alors 2 = 0400 (27). 4) Si0< a < B alors 2” = og(2).

2) Sia>0etB>0alors (Inx)? = o) (2?). .
5) Sia>0et >0 alors |Inx|? —00< )

3) Si 8> 0ety>0alors % = 04(€7?). o

(S

Exercice. Ranger par ordre de négligeabilité au voisinage de +o0 :

. e” . 3 :
3e®, (Inx)®, 2°, pet z(lnz)t, &7, zi(Inz)?, (Inz)ed”.

VI.2 Equivalence

f—(Déﬁnition (Equivalence)}

Soient (f,g) € (R7)? tel que g ne s’annule pas au voisinage de a et a € I U {—o00, +-00}.

o
On dit que f et g sont équivalentes noté f ~gsi M — 1.
a g(a’,‘) r—a
L Cela revient a dire  : f—g=o04(9) c’est-a-dire f=g+o0ag).

Exemples

222 —x +3
023:273:+3~23:20arw — 10u2x2717+3:2z3+0+00(z2)
+00 212 x—400

. 3:+1n3:+1+~ zouz+Inzr+1=x+o01c(x).
oo

222 + bz

e 222 4+ 5x ~ 5 car
0 5x

— 1 ou 222 + 52 = 52 + og(5z).
Tr—

(—| Remarques

e La relation ~ est symétrique : f ~9 S ~ f-

° & Attention & Il est faux d’écrire f ~ g <= f — g — 0. Ni méme = et < qui sont
a r—a

fausses. En effet,

—x ~ z+1lalorsque (z4+1)—x=1 — 1 _1 1 SN Oalorsquelwi
5 x%;ﬁ'

o0 T—+00 Tz x2 z—+o0

° & Attention & Il est incorrect d’écrire f ~ 0
a

e Un équivalent permet d’obtenir le signe de la fonction au voisinage de a
Si f ~ g alors f et g sont de méme signe au voisinage de a.
a
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f—[Théoréme (Opérations sur les équivalents)}

Soient f1, fa2, g1, 92, f, g et h des fonctions définies sur I & valeurs dans R, a € T U {—o0, +c0}, o € R.

f~g

1) La relation ~ est transitive : @ N = f ~h, (larelation ~ est transitive)
~ a
g a
. . . fir o
2) On peut faire le produit d’équivalents : @ = fi1fe ~ 9192
27~ g2 @
a

f et g ne s’annulent pas au V(a)

3) On peut faire le quotient d’équivalents : fi ~ 9 = ? ~ N
2 ¢ g2
fa~ g2
a
. . f>0et g>0
4) On peut prendre la puissance d’équivalents : Frg = f~g°
~ a
a
. . frh
5) On ne peut pas faire la somme mais.... : a =f+g~h
g = Oa(h) @

(S

& Attention & Certaines opérations sont illicites avec les équivalents.

e La somme: si f; ~ g1 et fo ~ go, alors on n’a pas nécessairement f1 + fo ~ g1 + go.
a a —+oo

Par exemple 22 — 1 ~ 22 et —22 ~ 1 — 22 pourtant fljyl.
+oo 0

“+o0

e La composition: si f ~ g, alors on n’a pas nécessairement g o f ~ o g.
a a

Par exemple avec x ~ x4+ Inx, alors e¥ ~/xe®.
+oo e’}

Exercice. Déterminer un équivalent simple de f(x) dans les cas suivants:

3z3 +52% —dxr + 1
1 =
1@ = =57
2) f(z) = In(zr) + x au voisinage de 0 et +o0 4) f(z) =V3a* — 422+ 1

au voisinage de 0 et 400 3) f(x) = ch(x) au voisinage de +o0

I’= Explication =1  Un équivalent simple est un produit, quotient, ou puissance de fonctions de référence.

f—[Théoréme (Lien entre limites et équivalents)}

Soient f et g des fonctions définies sur I & valeurs dans R, a € T U {—o0, +00}.

1) Si lim f(x) =1et . Alors f(x) ~ L.

r—a

2) Si f ~ g, on a lalternative suivante:
a

e ou bien f et g ont toutes les deux une limite (finie ou infinie) en a et elles sont égales

e ou bien f et g n’ont pas de limite en a.
(.

Exercice. Déterminer la limite de f(x) dans les cas suivants:

_ 203 + 3224+ 7 V3z2 +lnz —4

1 _— == v =
) f(z) FYp—— en +0o 2) f(x) pET s en +oo.
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r—[Théoréme (Equivalents usuels)} N
sinu ~ u shu ~u tanu ~ u thu ~u Arcsinu ~ u
0 0 0 0 0
Arctanufau ln(1+u)3u (1+u)°‘71f5au ot a €R e“flgu
2 2
costu— 1~ —— chu—1~ 2.
0o 2 0 2

J

|

,—[%\ Méthode pratique ;S (Remarques utiles pour le calcul de limites a ’aide d’équivalents)

On cherche a calculer la limite en a de f(x).
1) On cherche un équivalent g(x) de f(x). La limite de f(z) est celle de g(z).

2) On peut utiliser les équivalents au cours du calcul sans chercher & obtenir un équivalent de f(x).
C’est le cas lorsque f(x) = e9(®). On détermine un équivalent de g(x), puis la limite de g(x). Enfin,
on compose la limite (et pas ’équivalent) par ’exponentielle pour obtenir la limite de f(x).

3) Si f(z) est de la forme u(x)"®) on écrit : f(z) = ev(®@ n(u(@),

|\

f—[% Meéthode pratique N (Déterminer I’équivalent d’une somme)} \

On souhaite déterminer un équivalent de f(z) + g(z).

» On détermine un équivalent de fet g: f~uet g~w.
a a

» Puis, trois cas de figure.
e Sil'un des équivalents est négligeable devant 1’autre par exemple u = o,(v) alors f + g ~ v.
a

e Si u et v sont proportionnels, v = Av et u + v # 0 alors on réécrit les équivalents sous forme :
f=u+o04(u) et g=v+0,1v).

Donc, f+g= (14 Nu+o0g(u) donc f+g ~ (1 + Nu

e Siu+ v =0 alors on réécrit autrement f + g.
(.

Exercice. Déterminer un équivalent simple de f(x) dans les cas suivants :

1) flz) = (2 + z)lnl(l(;r 1)7) au voisinage de 0 5) f(z) = In(sinz) au voisinage de 0
sin(3z
. 6 = 2% — 1 au voisinage de 0
2) f(xz) = €e*™* —cos(2x) au voisinage de 0 ) fla) = Hvosmag
2 2 .
3) f(z) =1In(1+ 3z) + Arctan(2z) au voisinage de 0 7) f(z) = In"(z +1) — In"(z) au voisinage de +o0
4) f(z) =V +1—+x —1 au voisinage de +00 8) f(z) = (2 — 3z + 4) In(z) au voisinage de 1

Exercice. Calculer les limites suivantes :

1) flz) = Sm(gca(@j;rﬁ_ 2 aun voisinage de 0 4) flx) =\/z+\/z+VZ —Vx en +o0

3x)
5) fla) = 200 o 2
2) f(x):wwlOeten—i-oo 1—2sinz 6
xT o 6) f($) _ (1 +1nm>tan(%z) en 1
2 n zIn(x)
3) f(JC) = (fhz) on e 7) f(x) = (%) en +oo0.
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f—[Théoréme (Théoréme des “gendarmes” : version équivalents)}

Soit (fvgvh7()0) € (R1)47 a & TU {_007 +Oo}

. g(r) < f(z) < h(z) au voisinage de a
o {g(x) o~ p(@) et hz) ~ () alors  f(z) ~ (@)

(S

Exercice. Soit f une fonction vérifiant : Vz €] — 1,1[, In(1 + z) < f(z) < e¥% —1.
Déterminer un équivalent de f(x) au voisinage de 0.
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