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Exercice. Résolution d’une équation différentielle d’ordre 3

T

1) Posons y: x +— €"® avec r € R, alors y est trois fois dérivable sur R, avec

Vz eR, y(z)=¢e"" Yy (z) =re"™ y'(z) =12 Yy (z) =r3e™®.
Puis :
y solution de (E1) & Vz €R, (13 —6r24+11r—6)e™® =0
o3 —6r24+11r—6=0 (car "™ #£0)
S (=12 —5r+6)=0

Sr=1lour=2our=23.

On pose pour k € {1,2,3}, yp : x — e"® les solutions de (E1) recherchées |.

2) Posons y = ay1 + byz + cy3z € F ou (a, b, c) € R3, alors

Y —6y” + 11y" — 6y = (ay1 + by2 + cy3)"”’ — 6(ay1 + byz + cyz)” + 11(ay1 + byz + cys)’ — 6(ay1 + by + cy3)
= a(yy’ — 6yy + 11y) — 6y1) + b(ys" — 6yy + 11ys — 6y2) + c(y3’ — 6y3 + 11ys — 6y3)
=0 car y1, y2, y2 solutions de (E7).

Donc y € S.

On a donc prouvé .

3) -a- Soit y un élément de S. On pose : z =y — 5y’ + 6y.
Tout d’abord comme y est trois fois dérivable sur R, alors z est dérivable sur R, avec

z/ — y/// _ 5y// + Gy/

2 —z=y" =5y 6y — (v -5 +6y)=y" —6y +11y —6y=0 donc |z —2=0 (E2)]|

-b- | L’ensemble-solution de (E2) est {z — Xe” /X € R} |

Donc

-c- Soit A un nombre réel. On pose : (E3) y"” — 5y’ + 6y = Ae®.

e Résolution de ’équation homogéne. On pose (Fy) v — 5y’ + 6y = 0.
On pose (€) : 72 —6r +5=0sr=20ur =3.
La solution générale de (Fo) est  — pe?® 413 on (u,v) € R2.

e Recherche d’une solution particuliére. 1 n’est pas solution de (e), on pose yp : z — ae” ou a € R.
yp est deux fois dérivable sur R et pour z € R, yp(z) =y, (z) = y, () = ae®

yp solution de (E3) & Vz € R, (o —5a+ 6a)e” = Ae”
S 2a=A  (car Vz € R, e® #0)

A
S o= —.
2

A
On pose donc yp : © — 5 e”.

A A
¢ | L’ensemble-solution de (E3) est S(g,) = {x — pe2® 4uedT +§ e* /(u,v) € Rz} = {Eyl + py2 +vys / (uv) € Rz} A

-d- On fait le bilan des questions 3)-a-, -b- et -c- ot I'on a prouvé : y € S =y € S(E3)-
Puis on constate que S(g,) C F.

Ce qui prouve finalement .
Avec l'autre inclusion prouvée dans 2) il vient .

4)

1
5) On pose : (E4) y" —6y"” + 11y’ — 6y = sinz. Remarquons tout d’abord que ¢ = ~1p °" est une solution de (E4), en effet :

1
" — 60" +11¢" — 6p = —1—0(sin 46 cos —11sin —6 cos) = sin.



Puis, soit y une fonction trois fois dérivable sur R
y solution de (F4) < y" —6y” + 11y’ — 6y = sin
sy -6y + 11y — 6y =" — 60" + 119" — 6p (car ¢ solution de (E4))
@ y—9)" —6y—9) +1ly—p) —6(y—¢) =0
< y — ¢ solution de (E1)
< 3(a,b,c) €R® /y — o = ay1 + byz + cys
< 3(a,b,c) €R® Jy =@ +ay1 + by2 + cys.

1
Par conséquent, | ’ensemble-solution de (F4) est {71—0 sin+ay1 + by2 + cy3 / (a,b,¢) € ]R3} .

PROBLEME

I. Résolution d’équations différentielles
1) On pose (H) : 2’ +ztht=0.

h(t
On pose a : t — th(t) = ShEt; et A:t+— In|ch(t)| =In(ch(¢)) (ch > 0) une primitive de a sur R.
c
A
Alors : z solution de (H) sur R si, et seulement si, 3\ € R, V¢ € R, z(t) = e~ "(ht) = e
c

A
Donc | I’ensemble-solution de (H) est {t — o /A€ ]R} .
c

1
Orz1(0)=1 <= A=1,dou|VteR, z(t) = e
c

2) On pose (E): 2" + ztht = tth(t).

L’équation homogene a déja été résolue au I-1).

Solution particuliére : procédons par la méthode de variation de la constante : on cherche une solution particuliére de la forme
K(t)
ch(t)

zo:t— , out K est une fonction supposée dérivable sur R.

20 est solution de (E) &Vt €R, z((t) + zo(t) th(t) = tth(t)
K'(t) sh(t)  K(t) sh(t)
o KOG T G @
< K'(t) = tsh(t).

S ViteR, = th(t)

Procédons par intégration par parties pour déterminer une primitive de ¢t — ¢ sh(t).
Posons V s € R, u/(s) = sh(s), v(s) = s, u(s) = ch(s) et v'(s) = 1.
Les fonctions u et v sont de classe C* sur R et :

/t ssh(s) ds = tch(t) — /t ch(s) ds

On choisit K (t) = tch(t) — sh(t).
Nous obtenons que z — t — th(t) est une solution particuliére de (E) sur R.

A
Donc | I’ensemble-solution de (E) est {t — t —th(t) + hi /A€E ]R} .
c

Enfin, 25(0) = 0 <= A = 0, d'ou |Vt € R, 20(t) =t — tht. |

I1. Etude d’intégrales et de suites
Soit © > 0 et k € N*.

1) Changement de variable C! sur [0,2] u = e’ donne du = e dt et

T2 @ et S| @
I (z) :/ —— dt = 2/ —_— dt:/ —— du = 2[Arctanul]
o et +et o et +1 1 14u?

d’ou | I1(z) = 2 Arctan(e”) — g

A

Io(z) = thz.



3) -a

4)  -a-

T cht
In(z) = / AL a
0

chFt1t
Procédons par intégration par parties et posons :
u(t) = (cht)~(k+D) u(t) = —(k 4 1) sht(cht)~F~2
v'(t) = cht v(t) =sht

Les fonctions u et v sont de classe C* sur [0, z].

r * sh?t sha T ch?t—1
+ (k+1 / dt = + (k+1 / — dt
0 ( ) o chkt2¢ chkt1 g ( ) o chFt2¢

shx z 1 z 1 shx
I = — k+1 — dt — ——dt | = —/—— k+1)( -1
k(@) chF*1g kD) (/0 ch®t /0 chF+2¢ ) chF+lg +(E+ 1) (k@) kt2(®))

11 vient alors :
sht

e = |G

N shzx

d’ou | (k+ 1)I42o(x) = kIx(z) + NS
Pour k = 1, 2I3() = 1 (2) + % soit | Is(z) = Arctan(e®) — & 4+ —07

our k =1, x) =I1(x soi z) = Arctan(e®) — —

’ ! ch? 3 4 2ch’z
shz 2 shz

P k=2,3I =2I. + —— soit | I =—tha +

our a(x) 2(x) L a(x) g thet e
R est symétrique par rapport a 0.

—x
Pour tout z € R, Ij,(—x) = / e Le changement de variable affine v = —t donne
o

T —du z  du
In(~2) = /O = /0 S = —h(@)

ce qui montre que | [}, est impaire.

1
t — —— est continue sur R donc [ est une primitive de ¢t >

h* h* ¢

; sur R, I est donc dérivable avec
¢ c

1

Ve €R, I (r)=——.
k(@) ch* z

Donc I,/C est continue sur R, et | I}, est donc bien de classe C! sur R |.

Pour tout z € R, Iy (z) = > 0 on en déduit que | I, est une fonction strictement croissante.

ch”
Pour tout n € N*, n < n+1 et I} est strictement croissante donc Ix(n) < Ix(n + 1) c’est-a-dire
Un < Up41.

(un)n>1 est donc strictement croissante. |

1 1
SoitteR,0<et+0<el +e fdonc ——— <
et +e t "~ et+0

2 1
De plus, 2 >0donc — = —— < On obtient bien — < 2e~¢.
P cht et +et et +0 cht

On intégre bornes croissantes n > 0,

n
Un < Qk/ ekt dt
0
—_ktm
< 2k et

9k
< E(oem)

< J—

(un)n>1 est majorée. D’apreés le II-5)-a, (un)n>1 est croissante.

(un)n>1, croissante et majorée, est donc convergente. |

11 suffit de prendre la limite en 400 des expressions obtenues au II-1) et au I1-2)

s iy s
Ji=2X T Tt g=1.
1=y Ty Ty e

k shn
Soit n € N*. D’aprés le 11-3.a), I, n)=——I>In + ——.
p ) k+2( ) k+1 k( ) (k+1)chk+1n
shn  shn « 1
ch*+tln = chn = chfn
h h
lim Bn let lim chn = +oo0et donc lim _San 0.
n—+oo chn n——+0o0o n—+oo Chk+1 n
k
On peut conclure | J, = —Ji.
P k+2 E+1 k




-c- Disjonction des cas.

Si k impair, k =2p + 1
Pour p > 1, a I’aide d’un produit téléscopique, on obtient,

p—1 7
21+3
Jopt1 = —T= x ]
! g Jar41
Avec le 11-6)-b,
p—1
2041 1x3x5x---x(2p—1 -
J2p+1:H J1 = (2p )><7
o 2L +2 2X4X6x---x(2p) 2
On pouvait également obtenir ce résultat avec une récurrence.
I1Xx2x3x4x---x(2p—1)x(2
On simplifie Jop 1 = (2p )2 @p)
(2x4%x6x---x(2p)) 2
_ @ o
Japy1 = 220 (p1)2 X 3

Ce résultat reste valable pour p = 0.

Si k pair, k = 2p
On obtient par une méthode similaire, aprés calculs

22072 [(p — D1

o = (2p—1)!




