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2023/2024 Correction

Exercicel VzeR, f"(z)+ f(—z)=x+cosz (E).
NB: il faut rédiger correctement les résolutions d’équations différentielles, comme dans le cours, comme dans ce corrigé. Ne pas
confondre fonction et expression notamment.

1) Reésolution de (E1) : ¥y’ —y = z.
e L’équation caractéristique est: 72 —1=0& r = +1.
D’oit la solution générale de 1’équation homogéne: x + Xe® +ue™" ot (\, u) € R2.

e On remarque que xz — —z est solution particuliére de (E1).
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2) Résolution de (E2) : y"” +y = cos(z).
e L’équation caractéristique est: 72 +1=0 < r = +i.
D’oit la solution générale de ’équation homogéne: x ~ Acosz + psinz ot (A, u) € R2.

e On a cosz = Re(eiz). On pose (E3) 1y +y = e'®. i est solution de I’équation caractéristique, on cherche une solution
2p(x) = azxel®

particuliére de (F3) sous la forme zp : x + aze'® ot a € C. Alors zp(z) = (iaz + a) el , donc
2/ (z) = (—ax + 2ia) €l®
zp est solution de (E3) & Vz € R, 2y () + zp(z) = ¢ oVreR, 2iacl®=¢® s 2ia=1a= —%.

D’ou zp : z — —Z ¢! ®, on pose yp = Re (2p),

Vz €R, yp(z)=Re <*%eiw> = Re <f%(cosm+isinm)> = xs;nx.
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3) Analyse. Soit f une solution de (E). On considére les fonctions g et h définies sur R par
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Vz € R, g(z) 5

-a- x — —x est deux fois dérivable sur R a valeurs dans R et f est deux fois dérivable sur R donc par composition z — f(—z)
est deux fois dérivable sur R. Donc par combinaison linéaire, g est deux fois dérivable sur R et pour tout = € R,

oy = T~ ) ey = L@+ )
Soit z € R. Comme f est solution de (E):
f(x) + f(—z) = x + cos x et f'(=z) + f(z) = —x + cos(—z) = —x +cosz. (%)

Donc

= [ + f(=2) + [M(za) + (o) = — ((z +cosz) + (—x + cosx)) = cos x.

g (@) + 9() ; ; ;

Finalement | g est solution sur R de I’équation différentielle (E2): y” +y = cosz |.
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Posons alors (A1, 1) € R? tel que pour tout = € R, g(z) = A1 cosx + 1 sinz +

NB: il ne fallait pas oublier de prouver que g est deux fois dérivable sur R.

W (z) = (@) = " (=) )

-b- Comme pour g, h est deux fois dérivable sur R et pour tout z € R,
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Soit x € R, en réutilisant (%) de 3)-a-,
1" 1 "
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Finalement | h est solution sur R de I’équation différentielle (F1): v/ —y ==z |

| Posons alors (A2, u2) € R? tel que pour tout = € R, h(x) = A2 e® +pugse % —x |

-¢- Remarquons que pour tout z € R, f(z) = g(z) + h(z).

rsinx
Donc | pour tout z € R, f(z) = A1 cosz + p1 sinz +

4+ Aoe® +puze % —x |

4) Synthése. On détermine parmi les f précédents celles qui sont effectivement solutions de (FE). Soit (A1, p1, M2, u2) € R* et
rsinz

frax— Aicosx + pysinx + + A2 e® +u2e” % —zx. f est deux fois dérivable sur R avec, pour tout = € R,




xsinx

f(x) = —A\1cosz — py sinx + cosz — 4+ Xoe® +uge?
f(—x) = X1 cos(—z) + p1 sin(—z) + %(—x) +Xoe P 4puze® +x = A cosx — p sinx + rom + Xoe T +puge” .

D’ou:
f solution de (E) & Vz € R, f"(x)+ f(—x) =z cosz

SVeeR, —2uisine+ Ao(e®+e™ %)+ pa(e™+e”) +ax+cosx =z +cosz
SVeeR, —2uisine +2(A2 + p2)cha =0

o m=0
A2 +p2 =0

En effet pour I'implication =, on prend des valeurs particuliéres de z. Pour x = 0, il vient 2(A2 4+ p2)ch0 = 0 c’est-a-dire
A2 + p2 = 0. Puis avec z = g, il vient g1 = 0. Puis, I'implication < est triviale.

NB: cette derniére équivalence a été le plus souvent saboté, en particulier limplication =-. Conclusion.
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L’ensemble-solution de (E), x = Ajcosz+ A2 (e”—e” ") —x+ / (A1,X2) €R
—_———
=2shx




