I\/I PS Il Lycée Corneille Devoir a la maison 7

2023/2024 A rendre le Mercredi 29 Novembre a 8h

‘Les questions 1) et 2) de ’exercice 1 sont a rendre vendredi 24 Novembre‘

Exercice 1. Théoréme de Cesaro et applications
u1+U2+...+un

Pour toute suite réelle (uy,)nen+ on note a, = la moyenne arithmétique de ses n premiers

termes. Le but des questions 1) et 2) est de prouver le théory‘léme de Cesaro qui affirme que si (uy,)pen+ converge
vers [ € R alors (ap,)nen+ converge aussi vers .

Dans un premier temps, si cela vous semble compliqué vous pouvez admettre le résultat de la premiére
question et continuer la suite.

1) On suppose d’abord | = 0. Soit € > 0.

. €
-a- Montrer qu’il existe Ny € N tel que pour tout n € N, n > Ny on a |u,| < >
o ur| + |ug| + -+ |u €
-b- Montrer qu’il existe N1 € N, tel que pour tout n € N, n > N; on a: [ua] + sl 3o < 3
n

-c- Déduire que a,, — 0.
n—-+o0o

2) Traiter le cas | € R en utilisant ce qui précéde. [Il pourra étre judicieux d’étudier an — |

Dans la suite on donne quelques applications du théoréme de Cesaro.

v
3) Soit (v, )nen une suite réelle telle que la suite (v, 41 — vy )n converge vers [. Montrer que la suite (—") converge
n/’/n
également vers [.

Wn+1

4) Soit (wy, )nen une suite de réels strictement positifs telle que la suite ( > converge vers [ ou [ > 0. Montrer
n

W,
que (,ﬂ/wn)n converge également vers . On admet que résultat reste vrai sil = 0.

5) Application: déterminer les limites éventuelles des suites de terme général:

-C- Uy = ——.
n

-a- up = /n . . (2n) {/nl

. . . . / 1
Exercice 2 Soit u la suite définie par: up =1 et Vn € N, up1 =/ u2 + on”

1) Montrer que la suite u est bien définie et a valeurs dans [1, +00[.

1

2) Pour k € N, calculer v, — u? puis montrer que: Vk € N, 0 < up41 — up < g

3) En déduire que la suite u est majorée par 2. Puis que la suite est convergente.

n—1
4) Pour n € N*, en calculant E (u% 11— u%) de deux fagons, trouver une expression de u,, en fonction de n.
k=0

5) Montrer alors que la suite u est convergente et déterminer sa limite que l'on notera .

6) Déterminer un équivalent simple de wu,, — [.

Exercice 3. Facultatif
Soit © une suite de nombres réels vérifiant :

VneN, u, <upts.

Démontrer que u est convergente si et seulement si u est majorée et lm (up42 — 2upy1 + uy) = 0.
n—-+o0o




