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Exercice 1

1) Soit € > 0 (fixé dans toute la question 1)).

| ™

-a- Comme u,, — 0, par définition de la limite, | il existe Ny € N tel que: Vn €N, n > Ny = |u,| <

n — +oo

1

-b- Comme Ny est fixé, |ui| + |uz| + -+ + |un,| est un réel fixé qui ne dépend pas de n. Or — — 0, donc
n

ur] + |ug| + - - + |un |

— 0. Donc par définition de la limite, il existe N1 € N tel que:

n n — +oo
VneN, n> N o [ttt ol e
n 2
Or |’LL1|+|’LL2|++ |UNO| > OdOnC:
n
vn €N, n>N1:$|ul|+|u2|+m+|uN0|<%.
n

-c- On pose N = max(Ny, N1). Soit n € N, avec n > N, alors

witupt - Fun | Jua| o us £ - o [u]
n = n

lan| = (inégalité triangulaire)

B Y el el 0[O O\ Y e ol (1
n n

7 lur] + Jug| + -+ + |un,| <&

X

carn >N > Nj.

Or d’apreés 1)-b-

n
Puis, d’aprés 1)-a-, pour k£ > No, |ux| < §, d’out

\}

[ung 1| + - Ffun| _n—No e
< £
n n

(car il y a n — Ny termes dans la somme)

<1

<

| ™

Au final: Vn e Ny n > N = |a,| < e dou| lim a, =0}

n—-+oo

2) On utilise le résultat précédemmet démontré, c’est-a-dire qu’on ne refait pas une démonstration
utilisant les ¢.

v+ -+ .
Supposons u,, —> [. On pose pour n € N, v,, = u,, —l et b, = AT On applique 1), v, — 0
n — +oo n n — +oo
donc b, — 0. Or pour n € N
n — 4oo

poo =Dt A @) wt---tu—nl _wt-fu, nl_
" n N n B n n "

Comme b, — O0alors|a, — I}

n — +oo n — +4oo

3) La suite (vp4+1 — vy,) converge vers [, donc (v, — v,—1) converge vers [. Donc d’aprés le théoréme de Cesaro, la
n

moyenne arithmétique des n premiers termes — E (vr — vk—1) admet pour limite {. Or, par téléscopage,
n
k=1

1 — 1
- Z(vk —vg—1) = —(Vn — Vo).
k=1 n

n




Puis:

Un, 1 Vo
_:_(’Unfv())‘i’ -
n n n
—_——— ~—

— 1 — 0

n — +oo n — +oo

. Un
Finalement, (—) converge vers [ |.
n

4) Soit n € N*,
1
YVw, =wp = en In(wn) ().

Wn+1

par In (continue

In(ws,)
n
converge vers In(l). Donc d’aprés (%) et par composition de la limite par exponentielle (continue sur R),

(¢/wy,) converge vers () = 1|

w
Or par hypothése, ( ntl

) converge vers [. Donc par composition de la limite de
n

n

sur R%), (In(wp41) — In(wy)) converge vers In(l) (I > 0) donc d’aprés 3), avec v, = In(wy,),

Wp41 n+1

5) -a- On applique 4), avec w, = n. Ici o, " n T 1, et donc | ¥/n T 1]
-b- On applique 4), avec w,, = (2:) Ici, pour n € N,
on+2 (2n+2)!
wopr _ (i) _ Toron? _ (2n4+2)2n+1) _ 2@20+1)  4n
=t - — = 5 = ~ — =4 — 4.
W, (n) (2n)! (n+1) n+1l + n n—+oo
(nl)?
Donc | ¢ (2:) — 4]
n—-+oo
Yl
-¢- On pose v, = ﬂ =x :—;
" |
Puis, on applique 4) avec w,, = ln Ici, pour n € N:
n
(n+1)! n n
Wnt1 _ (D7 _ (n+1) n _ < n ) _ 1
(s L (n+1)"(n+1) n+1 (1+4)"
Or
1\" In(1+1)
14+ = _ enln(l-i—%) —e % ]
n
In(1+h 1 n(1+1 - o .
Or M — let — — Odonc 1(—1j_ﬂ—) — 1 d’ou, par composition de la limite par exponentielle
h h—0 n n—-+oo n n—-4o0o
(exp est continue sur R), (1+ 1) W
1
Finalement —*1 _, =
Wy, n—+oo e
. vn! 1
Par conséquent,| — — —|.
n n—+oo €
. . . P 1
Exercice 2 Soit u la suite définie par: uo =1 et Vn € N, upq = [/ u2 + on

1) Pour n € N, on pose P(n): “u, existe et u,, > 17.
e Initialisation. Pour n = 0, ug existe et ug = 1 > 1. Donc P(0) est vraie.

e Hérédité. Soit n € N, supposons P(n) vraie. Alors u, > 1, donc u? + 2% > 1> 0donc y/u2 + 2% existe



2)

6)

(radicande positif) et par croissance de la fonction racine |/u2 + 2% > 1. Donc u, 1 existe et upyq > 1.

e Conclusion. | La suite u est bien définie et & valeurs dans [1, 400 |

1
; 2 2 2 2 2 2 ;
Soit k € N, up,q —uj, = uj, + ok uy, donc |uj — uy, o | Puis,

2 2
Uppr — U 1 1
U1 Fup 28 upgr +up

Uk+1 — Uk =

1
Or daprés 1), ugp > 1 et ugyr > 1 donc up + uper > 2 done 0 < ————
Uk + Uk+1
1
VkEN,OSuk+1—uk<W N
Soit n € N*. On somme 'inégalité précédente pour k € [0,n — 1],
n—1 n—1 n—1
1 1 1
(k1 —ur) < Z ok+tl — 9 Z o9k
k=0 k=0 k=0

1
< 5 Donc

On reconnait une somme téléscopique dans le membre de gauche et la somme des terme d’une suite géométrique

de raison 2 dans le membre de droite,

- )

1
Unfuogi 1—

Donc, | la suite u est majorée par 2 |

Or d’apres 2), u est croissante donc d’aprés le théoréme de la limite monotone .

n—1
Soit n € N*| d’une part part télescopage, Z (u%chl — ui) = ui - ug
k=0
D’autre part, d’apreés 2),
n—1 n—1 1\" n
1 1-(3) 1
2 2 2
(“k+1_“k): 27:171:2(1_(5))'
k=0 k=0 2
1 n 1 n—1 1 n—1
Donc: u? =142 (1 - (5) ) =3- (5) . Or u,, >0 (d’aprés 1)) done: |u, =/3 — (5) .

1 1 n—1 1 n—1
—-1< 3 < 1 donc <§> — 0 donc par combinaison linéaire 3 — <§> — 3. Or Vu —)3 v/3 donc
uU—r

n — +oo n — +oo

par composition, | lim u,, = V3|

Soit n € N,




Exercice 3
Soit © une suite de nombres réels vérifiant :

VneN, u, <upts.

On raisonne par double implication.
= : supposons u convergente. Alors u est bornée donc majorée.
Et si on note [ la limite de w alors comme suite extraite : w,+1 —> [ et u,4o — [ donc par opération

n — +oo n — +oo

Upt2 — 2Upy1 +Uup, — [ =21+1=0.

n — 400
< : supposons u majorée et lim (upq2 — 2upt1 + uy) = 0.
n——+00

L’hypothése : Vn € N, u, < up43. permet de prouver que les trois suites (usn), (4sn+1), (Usn42) sont croissantes.
En effet, pour n € N,

U3(nt1) — Usn = Usn+3 — Usn = 0. Idem pour les deux autres suites.

Comme u est majorée, alors ces trois suites sont aussi majorées et donc d’aprés le théoréme de la limite monotone,
elles convergent. Notons [y, l2 et I3 les trois limites.
Puis on utilise 'hypothése uy, 42 — 2up41 +u, — 0, pour calculer deux maniéres les limites suivantes (grace a des

n — +oo

suites extraites) :

Usn+2 — 2U3n+1 + Usn —+> l3—2lo+1 Usn+2 — 2U3n+1 + Usn —+> 0 donc I3—2lo+1; =0 (*)
U3p+3—2U3n42TU3n41 -7 l1 =213+ U3n+3—2U3n42+U3nt1 - 0 donc l1—2l3+1 = 0(*x)
U3n+4—2U3n+3+U3n+2 :> lo—2l1+13 U3n+4—2U3n+3+FU3n+2 :) 0 donc lo—2l1+15 = O(xxx).

En faisant (%) — (xx), I3 — 2la + 11 — (1 — 2l3 + 12) = 0 donc 3(I3 — l2) = 0 donc Il = I3.
En faisant (%) — (x % %), I3 — 2lo + 11 — (Ia — 211 + 13) = 0 donc 3(I; — I2) = 0 donc {1 = Is.
Donc ll = l2 = lg.

Par conséquent les trois suites (ugy), (usn+1), (Usn4+2) convergent vers une méme limite donc la suite (u,,) converge
aussi vers cette limite (démonstration analogue a celle du théoréme sur les suites extraites (uay,) et (u2p41)-

Conclusion : on a donc bien,| u est convergente si et seulement si v est majorée et liIJIrl (Unt2 — 2Upy1 + uy) = 0.
n—-+0oo




