CHAPITRE
ARITHMETIQUE.

I Division euclidienne

Théoréme (Division euclidienne)}

Soient a € Z et b € N*. 1l existe un couple (gq,7) € Z x N tel que :

a=bg+r et 0<r<hb.

q est appelé le quotient et r le reste de la division euclidienne de a par b.

Exercice. Soit a € Z. Montrer que le reste de la division euclidienne de a? par 8 est 0,1 ou 4.

~(Définition (La relation de divisibilité)]

Soit (a,b) € Z x Z*. On dit que b divise a ou que a est multiple de b, que ’on note b|a s’il existe k € Z
tel que : a = kb.
| On note bZ 'ensemble des multiples de b et D(b) 'ensemble des diviseurs de b.

f—(Remarques (Caractérisation de la divisibilité par le reste nul)}

Lorsque b > 0, bla si et seulement si le reste de la division euclidienne de a par b est nul.
(.

f—[% Meéthode pratique N (Montrer que b divise a)}

On peut cherche & écrire a = kb.

On peut effectuer la division euclidienne de a par b et on montre que le reste est nul.

On peut effectuer un calcul de congruence (cf. ci-dessous).

On peut utiliser le théoréme de Gauss (cf. plus loin).

(S

Exercice. Montrer que pour tout n € N, 11[26n+3 4 32n+1

~(Propriétés (de la divisibilite) ]

Soit (a, b, ¢, d, \, ) € Z5.

1) Relation d’ordre. La relation | est une relation d’ordre partielle mais pas sur Z (seule
Pantisymétrie est mise en défaut).

2) Pseudo-antisymétrie. Si a|b et b|a alors a = +£b.
3) Produit. Si alb et ¢|d alors ac|bd.

4) Produit-Somme. Si alb et a|c alors a|(Ab + pc).

|

Exercice.
1) Déterminer les entiers x € Z tels que = — 1|z + 4.

2) Résoudre dans Z 'équation zy = x + 3y.



II Congruences

,—[Déﬁnition (Congruence)}

Soient (a,b,n) € Z3. On dit que “a est congru a b modulo n”, que 'on note a = b [n] ou a = b [n] s’
existe k € Z tel que a = b+ kn.
L Cas particulier : si r est le reste de la division euclidienne de a par n, alors a = r [n].

,—[Théoréme (Opérations sur les congruences)}

Les variables qui apparaissent appartiennent a Z.
1) La relation de congruence est une relation d’équivalence sur Z.
2) On peut multiplier, sommer, multiplier par un scalaire les congruences :

si e =y [l alors aras = biby [n] et Aay + pag = Aby + pbe [n].
as = by [n]

3) Conséquences :
sia="b [n] alors sipeN, a? =P [n] et at+k=b+k [n]

4) Multiplication par un entier :
sia=0b [n] alors ka = kb [n] et ka = kb [kn)

,—[% Meéthode pratique ;S (Application congruences)]

e On peut utiliser les congruences pour montrer que a divise b, pour cela on montre que a =0 [b)].

e Pour déterminer le reste de la division euclidienne de a par b, on effectue un calcul “modulo 4" jusqu’a
obtenir un résultat compris entre 0 et b — 1.

(.

Exercice.
1) Soit a € Z. Montrer que le reste de la division euclidienne de a? par 8 est 0,1 ou 4.
2) Montrer que pour tout n € N, 11]26n+3 4 32n+1

3) Déterminer le reste de la division euclienne de 3™ par 4.

IIT PGCD-PPCM

III.1 Deéfinitions et premiéres propriétés

~(Définition (PPCM-PGCD) |

Soit (a,b) € (N)? avec a ou b non nul.

e L’ensemble des diviseurs de N* communs & a et b (comme ensemble non vide majoré de N) admet un
plus grand élément appelé plus grand commun diviseur (PGCD) de a et b noté a A b.

e L’ensemble des multiples de N* communs & a et b (comme ensemble non vide minoré de N) admet un
plus petit élément appelé plus petit commun multiple (PPCM) de a et b noté ou a V b.

(.

,—| Remarques

e Le PPCM est utilisé pour déterminer le “meilleur dénominateur commun” lorsque I’on somme de deux
fractions

e On peut étendre les notions de PGCD et PPCM a deux entiers relatifs dont I'un au moins est non
nul:
aANb=la|A|b| aVb=la|V|bl




“\ Méthode pratique ™ (Montrer 1’égalité de deux PGCD)
J

Pour montrer que a Ab = a A 8, on prouve que LES diviseurs communs de a et b sont LES diviseurs
| communs de o et .

(S

f—[Propriétés (du PGCD)}

Soient (a, b, c) € (Z*)3, k € N*

1) Commutativité. aNb=bAa et aVb=>bVa.

2) Associativité. (anb)ANec=aN (bAc) et (avb)Ve=aV (bVe).
Cela autorise & écrire sans parentheéses : aANbAc et aVbVe

3) Factorisation par un diviseur commun. (ak) A (bk) = k(a AD).

(.

(—| Remarques

On peut définir le PPCM et le PGCD de n entiers : 1 A--- Az, et x1 V-V xy,.

|

f—[PropriétéS (Une formule)}

Soit (a,b) € N? avec a ou b non nul. Alors: (aNb) x (aVb)=ab.

Exercice. Résoudre dans N? le systéme {

TANy=>
zVy=060

I11.2  Algorithme d’Euclide

|

,—[Théoréme (Propriété d’Euclide)}

Soit a € Z et b € N*.
Si a = bq + r est la division euclidienne de a par b alors : aNb=bAT.

(S

f—[% Meéthode pratique N (Algorithme d’Euclide : calcul du PGCD)J

On souhaite déterminer le PGCD de deux entiers a € Z et b € N*.
L’algorithme repose sur la propriété d’Euclide, il consiste & définir les entiers naturel rq, 71,... de la maniére
suivante:

e audépart ro =aetr; =b
e ensuite si 71 # 0, on définit 75 le reste de la division euclidienne de 79 par r; (0 < ro < 71)
e ...

e on répéte le procédé, tant que rpy1 # 0, on note rxio le reste de la division euclidienne de rj par
Thr1 (0 < 7rpyo < Tryn)

La suite (r) est strictement décroissante, d’entiers naturels, donc il existe N € N* tel que ry4+1 = 0 et

N 75 0.
D’aprés le principe d’Euclide :

aNb=rgAri=riArg=---=ryArny1 =7y A0=rpN.

Autrement dit, | a A b est le dernier reste non nul dans la liste des restes successifs |

Exercice. Déterminer le PGCD de 420 et 108.




f—[Corollaire (Caractérisation des diviseurs et multiples communs a a et b)J N

Soient (a, b)Z>.

1) | d est un diviseur commun a a et b si et seulement si d divise a A b. |

Autrement dit : sur N, a A b est le plus grand des diviseurs communs & a et b pour la relation
d’ordre |.

2) ‘m est un multiple commun a a et b si et seulement si m est multiple de a V b. ‘

Autrement dit : sur N, a Vb est le plus petit des multiples communs & a et b pour la relation d’ordre

f—[Corollaire (Caractérisation du PGCD)} N
Soient (a,b) € Z* avec a et b non nuls.
Posons (a/,V',6) € Z? tels que {Z_ ;6 . Alors : d=aNbsad ANV =1.

,—[% Méthode pratique N (Comment déterminer un PGCD)} <

e On peut utiliser I’algorithme d’Euclide.

e On peut utiliser la caractérisation précédente. C’est-a-dire que ’on montre qu’il existe deux entiers
a=aé
a', b tels que a’ Ab =1 et ,
b=1"b'¢
e On peut raisonner par analyse-synthése. Soit d un diviseur commun a a et b, alors... Puis on utilise
les opérations (produit-somme).

(. J

Exercice.
1) Soit (a,b,c) € (N*)3. Montrer que: (ca) A (¢b) = c(a A b) et (ca) V (cb) = c(a V b)

2) Soit (a,b,c) € (N*)3. Montrer que sia AbAc=1alorsaAbAc=1.

III.3 Relation de Bezout
,—[Théoréme (Relation de Bezout)} N

1) Soient a et b deux entiers relatifs non nuls.
Alors il existe (u,v) € Z* tel que: au+bv=aAb.
On dit que (u,v) est un couple de Bezout associé a a et b.

2) Geénéralisation. Soient aq,...,a,, des entiers relatifs non nuls.
Alors, il existe (uq,...,u,) € Z" tel que: AUl + -t apup = a1 A A ap.

| J

Exercice. Déterminer un couple de Bezout lorsque (a,b) = (2,3), (a,b) = (5,9), (a,b) = (6,8).



,—[Remarques (Algorithme d’Euclide étendu : trouver un couple de Bezout)}

Soient (a,b) € (Z*)2.

1) On applique lalgorithme d’Euclide a a et b on construit alors une suite de restes (r,,) et une suite de
quotients (gy) qui vérifient donc :

Tn = Qn+1Tn+1 + Tn+2 o =a rp=>5 0<rpt1 <7rp.
Le PGCD de a et b est le dernier reste non nul noté ry.

2) On détermine des suites (uy,) et (v,) telles que r, = una + vyb pour 0 < n < N.

(u07 UO) = (L 0) Un+2 = Up — Gn+1Un+1
t
(u1,v1) = (0,1)

Les suites (u,) et (v,) définies par { conviennent

Un+2 = Un — qn+1Un+1
(ce que 'on prouve par récurrence).

3) On déduit alors: a Ab=ry =una+ vnb et donc (un,vn) est un couple de Bezout de a et b.

ro=a|rr=b|re|...|rn|...aNb
4) On peut présente les calculs dans un tableau : Ik % 21|
Uk 1 0 (75 e | Up | .. unN
Vi 0 1 Vo || Un || UN
|\ J

Exercice.
1) Déterminer un couple de Bezout pour 420 et 108.

2) Déterminer un couple de Bezout pour 17 et 12.

IV Entiers premiers entre eux

Définition (Nombres premiers entre eux)}

Soit (a,b) € (Z*)2.
On dit que a et b sont premiers entre eux si a Ab = 1.
Autrement dit, a et b sont premiers entre eux si a et b n’ont pas d’autres diviseurs communs que 1 et —1.

Exercice.

1) Démontrer que deux entiers naturels consécutifs sont premiers entre eux.

21
2) Montrer que la fraction o

———— est irreductible pour tout n € N.
14n + 3 P

f—[Théoréme (Théoréme de Bezout)}

Soit (a,b) € (Z*)%. Alors :
aAb=1 & 3I(u,v) €Z?/au+bv=1.

(S J

f—[% Méthode pratique ;SN (Comment prouver que deux entiers sont premiers entre eux)Jﬁ

e On peut montrer que le PCGD vaut 1, par exemple avec I'algorithme d’Euclide.
e On peut montrer qu’un diviseur commun divise nécessairement 1.

e On peut utiliser le théoréme de Bezout.
(. J

Exercice. Soit (a,b,c) € (Z*)3.

1) Montrer que si a et b sont premiers entre eux, alors les diviseurs de a sont premiers avec b.




Ab=1
2) On suppose {a A . Montrer que a A bc = 1.
a

En déduire que pour tout (p,q) € (N*)2, a? Ab? = 1.

Théoréme (Théoréme de Gauss)}

Soit (a,b,c) € (Z*)3.

Si ] e alors alc.
aANb=1

Exercice.

N=21[7]

1) Déterminer le plus petit entier naturel N > 3 vérifiant {N —9 3]

2) Equation diophantienne. Résoudre dans Z les équations :

(E1) 12248y =7 (E2) 13z 4+ 5y =4 (E3) 24x + 20y = 36.
/—[Corollaire (Produit d’entiers)} N
Soit (a,b,c) € (Z*)3.
t b
o Si ale et ble alors ab|e.
aNb=1

/N Attention N En général : a|cet b|c = ablc.

Ne=1
o Si ane alors (ab) Aec=1.
bAc=1
(. J
,—[Déﬁnition (n nombres premiers entre eux)} <

Soient (ai,...,an) € (N*)™
1) On dit que ay,...,a, sont premiers entre eux dans leur ensemble si a; A ---a, = 1.

2) On dit que ay,...,a, sont premiers entre eux 2 a 2 si pour tout (i,5) € [1,n]?, a; Aa; = 1.

Exemples Les entiers 2,5, 8 sont premiers entre eux dans leur ensemble. Mais ne sont pas premiers entre eux 2 & 2.
Les entiers 2,5, 7 sont premiers entre eux dans leur ensemble et 2 & 2.

Remarques (Lien entre ces deux notions?)}

"premiers entre eux dans leur ensemble" "premiers entre eux 2 a 2".

V Nombres premiers

V.1 Définitions

Définition (Nombre premier)}

Un entier p € N est premier si p > 2 et si ses seuls diviseurs positifs sont 1 et lui-méme.




Exercice. Soit p > 3 un nombre premier. Montrer que 24|p? — 1.

N Méthode pratique ;S (Montrer qu’un entier n’est pas premier)}

Pour montrer que n n’est pas premier, on peut montrer que n est composé c’est-a-dire qu'’il s’écrit n = ab
avec a et b deux entiers tels que a > 2 et b > 2.

Exercice. Montrer que pour tout n € N, n? —n? 4+ 16 n’est pas premier.

V.2 Propriétés

f—[Propriétés (Lien avec "premiers entre eux" )}

1) Soit pe Net n € Z.
Si p est premier alors : soit p|n, soit pAn =1.

2) Deux nombres premiers distincts sont premiers entre eux.

3) Si un nombre premier divise un produit d’entiers alors il divise I'un d’entre eux.
Conséquence, si p premier divise m¥ alors p divise m.

|

Exercice. Montrer que la racine carrée d’'un nombre premier est irrationnel.

f—[Théoréme (Le petit théoréme de Fermat)}

Soit p un nombre premier et n € Z. Alors
o n? =n [p]

e si p ne divise pas n alors n?~! —1=0 [p].

|

~— Théoréme

Tout entier naturel n > 2 admet un diviseur premier

|

/—[Théoréme (Infinité des nombres premiers)}

Il existe une infinité de nombres premiers.

V.3 Décomposition d’un entier en produit de facteurs premiers

f—[Théoréme (fondamental de l’arithmétique)J

Tout entier n € N* se décompose de maniére unique comme produit de facteurs premiers

n:Hp%

pEP
ou
e P est 'ensemble des nombres premiers

o les o, sont des entiers naturels tous nuls sauf un nombre fini

e «a, que l'on note aussi v,(n) est appelée la valuation p-adique de n.
(.

Exercice.
1) Prouver que log(2) est irrationnel.

2) Calculer 15(100!).



3) Mountrer que 3528 est divisible par 252

,—[Théoréme (Caractérisation de la divisivilité)}

Soit (a,b) € (N*)? donné par les décompositions :
a = H pr(a) b — H pl’p(b).
PEP pEP

On a alors :
albe VpeP, vy(a) < vp(b).

|

Exercice. Déterminer 'ensemble des diviseurs de 2020.

/—[Corollaire (Expression du PGCD-PPCM)}

Soit (a,b) € (N*)? donné par les décompositions :

a = H pr(a) b= H pl’p(b).

pEP pEP
On a alors :
aNb= H pnlin(yp(a)ﬂ/p(b)) aVvVb= H pmax(up(a),yp(b))
pEP pEP
Exercice.

1) Déterminer le PGCD et le PPCM des entiers 2520 et 8316.
2) Soient a, b, ¢ deux entiers relatifs non nuls.

-a- Montrer que si b%|a? alors bla.
-b- Montrer que si a Ab =1 alors a? AbP = 1.
-c- Montrer que (ca) A (¢b) = c(a Ab) et (ca) V (¢b) = c(a V b).



