CHAPITRE
STRUCTURES ALGEBRIQUES

I Loi de composition interne

f—[Déﬁnition (Loi de composition interne)}

On appelle loi de composition interne (l.c.i.) * sur un ensemble F toute application
ExFE — E
(y) = xxy’ (
e x est associative si:  V(z,y,2) € B3, (zxy)x 2z =% (y * 2)
e x est commutative si: V(x,y) € B2, xxy =yxx
e ¢ est élément neutre pour xsi: Ve e E, xxe=exx ==
e Si x admet un neutre e, on dit que z est inversible pour xsi: Iy e F/xxy=y*xxz =ce.
y est alors un inverse de z.
L’ensemble £ muni de * est noté (E, ).
Ensemble | Loi | Commutatif | Associatif | Neutre Inverse
N +
N X
Z? Q) R) C +
Z,Q,R, C| x
Z*
Z*
P(E) U
P(E) N
F(E,E) o
F(I,R) +
F(I,R) X
RN +
RN X
R? +




,—| Remarques <

1) Notation des lois. La loi * sera souvent notée +, x, -. Mais attention, dans ce cas ce ne seront pas
forcément ’addition et la multiplication de R.
La notation + est réservée a des lois commutatives.

2) Notation des neutres. Lorsque la loi est notée +, le neutre est souvent noté 0g. Lorsque la loi est
notée x ou -, le neutre est souvent noté 1g.

3) Notation des inverses. Lorsque la loi est notée +, l'inverse de x est souvent noté —x et est appelé

I'opposé de z. Lorsque la loi est notée x ou -, le neutre est souvent noté z~".

4) Notation X et [[. Dans le cas d’une loi associative, si la loi est notée + (respectivement x), on

définit
n n
Zx¢:x1+-~-+x,,, (resp. Hm:xlx-~-xx,”).
i=1 i=1
|\ J
/—(%\ Meéthode pratique %\} .

e Pour montrer que * est associative.
Soit (z,y,2) € B3, (zxy)xz=......... =z * (y* 2).

e Pour montrer que * est commutative.
S()if/(a""y)EE'Z7 THY = .. =Y*T.

e Pour montrer ’existence d’un neutre. Si e € G est un candidat.
Soitz € B, exx=......... =r et xTxe=......... = .
Il faut les DEUX égalités. La deuxiéme est assurée si la loi est commutative.
Pour trouver un candidat, on peut résoudre ’équation x % e = & ou procéder & une analyse.

e Pour montrer ’inversibilité de = € E.
Pour montrer que x est inversible on trouve un candidat y a étre I'inverse (par une analyse puis on
Prouve) : TkyY = ......... —eetT y=......... =e.
On peut aussi résoudre ’équation x * y = e d’inconnue y.

Il faut les DEUX égalités. La deuxiéme est assurée si la loi est commutative.
(. J

Exercice.

1) Soit R? muni de la loi * définie par : (z,y) * (', ") = (za’ — yy', 2y’ + 2'y).
Montrer que * est bien une lci, commutative, associative, admettant un neutre. Déterminer les couples (z,y) € R?
admettant un inverse.

2) Montrer que le produit vectoriel A sur ? est une lci non associative.

3) Soit Q muni de la loi * définie par : z*xy = Ty Montrer que * est une lci sur Q non associative.

/—[Théoréme (Unicité du neutre et de l’inverse)} <

Soit (E,*) un ensemble muni d’'une lci.

1) Si (E, x) posséde un neutre e, alors il est unique.

2) ‘ Supposons * est associative | Si I'inverse de x € F existe alors il est unique.

| J

,—[Remarques (Simplification d’une égalité)} N

Dans (E, *) avec * associative, si « est inversible
e axx =bx*x sesimplifie en a = b

e axx = b permet d’isoler ¢ = b* !




Exercice. Montrer que I’ensemble des applications affines de R dans R,

f—[Propriétés (du neutre et de l’inverse)}

Soit (E,*) un ensemble muni d’'une lci.
1) L’élément neutre est son propre inverse.
2) Si z € F est inversible alors 7! est inversible avec :  (z71)7! = 2.

3) Supposons x associative. Si z € E, y € E sont inversibles alors x * y est inversible avec :
(xxy) =y Lxa™l

(S

,—| Remarques

On retrouve le fait que :
1 11
d R*,',. ) ER*2, =l _— = — 22 — 7=l — g~1 —1.

o duns (B,). s @y) € (R, (@) '= = o =aly =yl
Ici le produit est commutatif, on peut donc échanger z=! et y~!.

e dans (F(E, E),o), si f et g sont bijectives, (go f)~t = f~log™h

II  Groupes

I1.1 Deéfinitions et premiéres propriétés

,—[Déﬁnition (Groupe)}

e Un ensemble (G, *) muni d’une lci * est un groupe si:
(i)
(i)

(iii) tout élément de G admet un inverse

* est associative

G admet un élément neutre pour *

e Si de plus * est commutative, alors G est dit groupe commutatif.

Exemples (Groupes de référence)

1) (Z,4), (Q,+), (R,+), (C,+), (F(I,R),+) sont des groupes commutatifs.
2) (Q*,-), (Q%,-), (R*,-), (R%,-), (C*,-) sont des groupes commutatifs.

3) On note Sg l'ensemble des bijections de E dans E. Alors (Sg,0) est un groupe non commutatif’

appelé groupe des permutations de F.

fap: R — R

T — ax+b

muni de la composition o est un groupe non commutatif.

. Ce groupe est

/(a,b) e R* x R



f—[Propriétés (Notations a" et na)}

e Soit (G,-) un groupe (notation multiplicative).
» Pour n € N*, on note
a=a-a---a a”" = (a")"! a® =e.
» Soient (a,b) € G? et (n,m) € (Z*)?,

m

D (a-b)yt=b"1-a! 3) "t =da"-a

2) "= (@) = (@) 8 (@) =am
& Attention & La propriété (a - b)™ = a™ - b™ n’est valable que si la loi est commutative.
e Soit (G,4) un groupe (notation additive).
» Pour n € N*, on note
no=a+a---+a Vn € N*, (—n)a = —(na) Oa = e.
» Soient (a,b) € G% et (n,m) € (Z*)?,

1) —(a+b)=(=b)+(—a) 3) (n+m)a=na+ma
2) na = —(—na) = (—n)(—a) 4) n(ma) = (nm)a

& Attention & La propriété n(a—+b) = na+nb n’est valable que si la loi est commutative.

J

I1.2 Sous-groupes

,—[Déﬁnition (Sous-groupe)}

Soit (G, *) un groupe et H une partie de G.
On dit que H est un sous-groupe de G si (H, x) est un groupe.

(.

f—[Théoréme (Caractérisation des sous—groupes)}

Soit (G, *) un groupe. H est un sous-groupe de G si et seulement si :
1) H est une partie de G
2) H#0 (oueg € H)
3) Stabilité

(i) H est stable par x :  V(x,y) € H?>, xxy¢€ H.
(ii) H est stable par I'inverse : Vz € H, xz '€ H.

Remarque : 3) (i) et (ii) peuvent étre remplacées par :  V(x,y) € H?, xxy~ ' € H

(S

,—| Remarques

Souvent, pour montrer qu’'un ensemble muni de * est un groupe, on montre qu’il est un sous-groupe d’un
groupe de référence. Dans ce cas, on fait ’économie de ’associativité, et on n’a pas & vérifier I'existence
du neutre, ni de I'inverse.




,—[% Méthode pratique ;S (Montrer qu’un ensemble est un sous-groupe)} ~

Pour montrer que H est un sous-groupe de (G, *).

1) On montre que H C G.

3) Stabilité par  : soit (x,y) € H?, ........ ,alorszxy € H.

)
2) On montre que H # () en montrant que eg € H.
)
4)

Stabilité par inverse : soit € H, ........ ,alors 27 € H.

Remarque : eg ¢ H donne une preuve immeédiate et simple que H n’est pas un sous-groupe de G.

(S J

Exemples (Sous-groupes de référence)
1) (U,-), (U,,-) sont des groupes commutatifs.
2) Si (G, ) est un groupe. (G, x) et ({e}, *) sont des sous-groupes de E appelés sous-groupes triviaux de E.

3) Pour n € Z, 'ensemble nZ = {na / a € Z} est un sous-groupe de (Z, +).

Exercice.
1) Montrer que 2Z + 1 n’est pas un sous-groupe de Z.
2) Montrer que les sous-groupes de (Z,+) sont les nZ ou n € N.
3) Montrer que l'intersection de sous-groupes est un sous-groupe. Application : quelle est I'intersection de 47 et

627

1I.3 Morphisme de groupes

,—[Déﬁnition (Morphisme)} N

Soient (G, *) et (G', T) deux groupes.

e L’application f : (G,*) — (G’, T) est un morphisme de groupes si
V(z,y) € G* flzxy) = f@)Tf(y)

e Vocabulaire :

» [ est un isomorphisme si f est un morphisme bijectif
» f est un endomorphisme si (G', T) = (G, %)
» [ est un automorphisme si f est un endomorphisme bijectif

» deux groupes sont dits isomorphes s’il existe un isomorphisme du premier groupe vers le deux-
iéme groupe.

I'= Explication =1  Un morphisme de groupes est une fagon de relier deux structures de groupes, le morphisme
transforme les produits du groupe de départ en produit dans le groupe d’arrivée.

Exemples

1) L’application est un isomorphisme de groupes.

T — e’



2) L’application est un isomorphisme de groupes.

T —> Inx

(z,+) — (C,)
3) Pour z € C, I'application est un morphisme de groupes.

4) L’application module est un endomorphisme de groupes.

e: (P.+) = R,4)
5) Soient P un plan affine, B le plan vectoriel associé et U e B L’application est un

7T - T

morphisme de groupes.

,—[Théoréme (Transport du neutre, du symétrique)} <

Soit f : (G,*) — (G’, T) un morphisme de groupes.

1) Transport du neutre. Si e et e’ désignent respectivement les neutres de G et G’ alors f(e) = e
(transport du neutre).

2) Transport du symétrique. Pour tout x € G, (f(x))~! = f(z~!) (transport du symétrique).

Exemple On vérifie ces propriétés pour :e¥=1et pour tout z €R, (e%) 1 =e

—XT

x — e®

Théoréme (Composition et réciproque)}

1) La composée de deux morphismes de groupes est un morphisme de groupes.

2) La réciproque d’un isomoprhisme de groupes est un isomorphisme de groupes.

Exemple La réciproque de In: (R ,-) = (R, +) est exp : (R, +) — (R%,-).

II.4 Noyau et image d’un morphisme

,—[Théoréme (Image directe et réciproque d’un sous-groupe)} ~

Soient f : (G,*) — (G’, T) un morphisme de groupes, H un sous-groupe de G et H' un sous-groupe de G’.
Alors :

) f(H) est un sous-groupe de G’

1
+—
2) f (H') est un sous-groupe de G.




Comme conséquence de ce résultat, on obtient les définitions suivantes:

,—[Déﬁnition (Noyau - Image)} <

Soit f : (G,*) — (G’, T) un morphisme de groupes. On appelle:

e noyau de f, noté Ker f I’ensemble:

Kerf ={z€ G/ f(2) =€’} =f ({¢'}).
e image de f, noté Im f ’ensemble:
Imf=f(G)={yeG/IeCG/y=[f(a)}={f(z)/z G}

Les ensembles Ker f et Im f sont des sous-groupes de G et G’ respectivement (comme image directe et
image réciproque de sous-groupes triviaux).

N En pratique . On utilise: reKerf&s f(x)=¢ yelmfeIreG/y= f(x).
Exemples

1) exp: (R,+) = (R% ) alors Ker(exp) = {0} et Im(exp) = R .

@:B%R

2) Soient U e B, U+ 6> et le morphisme .
T = W7

Déterminer Ker ¢.
3) Déterminer le noyau et I'image de 'endomorphisme module sur C*.
4) Soit z € C*. Déterminer le noyau et 'image du morphisme k ~ 2*.

5) Soit n € N. Déterminer le noyau et 'image du morphisme z +— 2.

/—[Théoréme (Caractérisation de ’injectivité et de la surjiectivité)} N

Soit f : (G,*) = (G’, T) un morphisme de groupes. Alors:
1) f est injectif <= Ker f = {e}

2) f est surjectif <= Im f = G’

Exemples

1) exp: (R, +) — (R} ) alors Ker(exp) = {0} et Im(exp) = R?.. On retrouve le fait que exp est injective et surjective
donc bijective.

@:B%R

2) Soient U e B, U+ 6> et le morphisme )
T = W7

Etudier l'injectivité, la surjectivité de .



IIT Anneaux

II1.1 Définitions et premiéres propriétés

f—[Déﬁnition (Anneaux)} <

e Un ensemble A muni de deux lci + et X est un anneau si :

1
2
3
4

) (A, +) est un groupe commutatif de neutre noté 04
) X est associative
) x admet élément neutre noté 14
) X est distributive par rapport a +
Y(z,y,2) € A%, ox(y+z)=zxy+zxz (y+2)xz=yxax+zxuz.

e Si de plus x est commutative, 'anneau est dit commutatif.

(. J

f—| Remarques N

1) Pour z € A, l'inverse de z pour la loi + est noté —z et est appelé 'opposé de z.
Si (z,y) € A%, on note également x —y = x + (—y).

2) Par convention, pour tout z € A, 20 = 14.

3) Un élément x € A n’a pas forcément d’inverse pour la loi x, 7! n’a donc pas toujours de sens.

Exemples (Anneaux de référence)

1) (Z,4, x), (Q,4+, x), (R,+, x), (C,+, x) sont des anneaux commutatifs.

2) (R, +, x) et (Cf,+, x) sont des anneaux commutatifs.
)

3) (RN, +, x) et (CN, 4, x) sont des anneaux commutatifs.

,—[Déﬁnition (Morphisme d’anneaux)} N

Soient A et B deux anneaux. L’application f: A — B est un morphisme d’anneaux si
() V(a,b) € A%, fla+b) = f(a) + F(b).
(i) V(a,b) € A%, f(ab) = f(a)f(b).
(i) f(la) =15.

On définit également les notions d’isomorphisme, endomorphisme, automorphisme.

(. J

f—[Remarques (Sur les morphismes)} <

1) Si f est un morphisme d’anneaux, alors f est un morphisme de groupe pour l'addition. Conséquence

£(04) = 05 Ya€ A, f(-a)=~f(a).

Exemple Montrer que la conjugaison z +— Z est un automorphisme d’anneaux.



IT1.2 Sous-anneaux

f—[Déﬁnition (Sous—anneau)} <

Soit (A, +, x) un anneau et B une partie de A.
On dit que B est un sous-anneau de A si

1) 14, €B

2) (B,+x) est un anneau.

(. J

/—[Théoréme (Caractérisation des sous—anneaux)}

Soit (A, +, X) un anneau. B est un sous-anneau de A si et seulement si :
1) B est une partie de A
2) 1a€B
3) Stabilité
(i) B est stable par +: V(b,0') € B%, b+ € B.
(ii) B est stable par opposé : Vb€ B, —be B.
(iii) B est stable par x :  V(b,¥') € B2, bV € B.
Remarque : 3) (i) et (ii) peuvent étre remplacées par :  V(b,b') € B2, b—V € B

(S J

,—| Remarques <

Souvent, pour montrer qu’'un ensemble muni de + et X est un anneau, on montre qu’il est un sous-anneau
d’un anneau de référence.

Exemples
1) L’ensemble {a +ib/ (a,b) € Z?} noté Z[i] est un sous-anneau de C, appelé I'anneau des entiers de Gauss.

2) Si (A,+, X) est un anneau. (A,+,x) et ({1a,04},+, x}) sont des sous-anneaux de A appelés sous-anneaux
triviaux de A.

3) L’ensemble C(R,R) est un sous-anneau de (R¥, +, x).

IT1.3 Calcul dans les anneaux

f—[Théoréme (Reégles de calculs)} <

Soit (A4, +, X) un anneau.

1) Ve e A, Oaxz=2%x04=04

2) Ve e A, (—la)xz=xx(—14)=—-2x

3) V(z,y) € A%, (—z) xy =2 x (~y) = —(ay) (on note —zy) et (~z)(~y) =2y

5) Si z € A est inversible alors —z est inversible avec :  (—z)7! = —z7!

1 —1

Six € A, y € A sont inversibles alors = x y est inversible avec :  (z x y) ' =y 1 x 27!

)
)
)
4) Y(z,y,2) €A%, (z—y)xz=xx2—yxz e zXx(@x—y) =2XT—2XY
)
6)
)

7) Généralisation de la distributivité.

Vn € N*, Vo € A, V(x1,...,2,) € A™, Z(mxx, —xXZmZ et Zm,xx (Zmz>

=




& Attention &

e (A, x) n’est pas un groupe car : .....

e Dans un anneau z X y = 04 n’implique pas z = 04 ou y = 04. Contre-exemple :

,—(Déﬁnition (Anneau intégre)}

Soit un anneau (A, +, x) commutatif, non nul.
A est dit intégre si :
V(x,y)EAQ, zxy=042=04 ou y=04u.

(.

f—[Théoréme (Groupe des inversibles d’un anneau)}

Soit un anneau (A, +, x). On note A* ’ensemble des éléments inversibles de A pour la loi x :

A={re A/ €A zxa' =2' xz=1,4}.

L’ensemble (A*, X) est un groupe appelé groupe des inversibles de A.

Exemples
1) Dans (R, +, x) le groupe des inversibles est :
2) Dans (Z,+, x) le groupe des inversibles est :

3) Dans (R, +, x) le groupe des inversibles est :

f—[Théoréme (Trois formules)}

Soit (A, +, x) un anneau. Soit (x,y) € A% et n € N.

1) Formule du binéme de Newton. , alors

n
n
(.%‘ I y)n = Z (k) xk.ynfk (on peut échanger les exposants)
k=0
2) Formule de factorisation de z™ — y". et sin > 1, alors
n—1
" —y" = (z —y). xnil*kyk (on peut échanger les exposants)

k=
=(@z—y).@" " +2" Py +-+zy" P+

(e}

3) Formule de factorisation 14 — 2™ Sin > 1,

n

1
lg—2"=1a—2).) zF=Ua—-2).Q0+z+22+.. . +2" D).
0

B
I

10



IV Corps

f—[Déﬁnition (Corps)}

Un ensemble K muni de deux lci + et - est un corps si
1) (K,+,-) est un anneau commutatif non réduit & {Ox}

2) tout élément de K \ {0k} admet un un inverse pour X

Exemples (Corps de référence)
1) (Q,4+, x), (R,+, x), (C,+, x) sont des corps.

2) (Z,+, x) n’est pas un corps.

(—| Remarques

Soit (K, +, X) un corps.
e L’ensemble des inversibles est K* = K \ {0x}.

e Sixxy =0k alors x = 0g ou y = O (contrairement & un anneau)
suivante si a # O,
aXr=axy=c=y.

. On peut donc simplifier I’égalité

11




