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Exercice 1

1) Comme f est décroissante alors pour tout z > 0 (par exemple),

f(z) < f(0) donc g(x)< f(0)—=z  donc d’apreés le théoréme de majoration lim g(z) = —o0
— T—+00
A

De méme pour tout z < 0,

f(x) > f(0) donc g(x)> f(0) —x  donc d’apres le théoréme de minoration lim g(z) =+4o0|.
H/—/ Tr——00
— 400

T — — oo

NB: on peut aussi appliquer le théoréme de la limite monotone. La décroissance de f implique qu’en 400, f
admet une limite finie ou —oo, et qu’alors g admet pour limite —oco. Raisonnement similaire en —oo.

g est la somme de f fonction décroissante et x +—  —x strictement décroissante donc

| g est strictement décroissante sur R |

g est continue sur R comme somme des fonctions f et x — —z qui le sont et g est strictement monotone
sur R (d’aprés 2)), donc d’aprés le théoréme de la bijection monontone, g réalise une bijection de R vers
g(R) =] — 00, +00[ (d’apres les limites calculées en 1)). Donc 0 (qui appartient & R) admet un unique antécédent
¢ € R par g il existe donc un unique ¢ € R tel que g(c) = 0 c’est-a-dire f(c) = c¢. Et cette méthode a Pavantage
de fournir l'existence et 'unicité de c.
Donc | f admet un unique point fixe |

Le résultat n’est plus valable si f est une fonction continue et croissante. En effet, la fonction peut admettre
plusieurs points fixes ou ne pas en admettre du tout. Donnons des contre-exemples:

e en posant f(x) = x+ 1 alors f est continue, croissante sur R et f(xz) —z = 1 # 0 pour tout = € R, donc f
n’admet pas de point fixe

e en posant f(x) = x alors f est continue, croissante sur R et tout élément de R est point fixe de f.

(Un seul contre-exemple suffit pour répondre a la question).

Exercice 2 On considére la fonction f définie sur R, par,

flx) = 2/deﬁsiJe>0 et f(O):%.
0

22 et +1

-a- Soit z €0, +o0], t € [0,x], alors

0<t<zx
donc 1<ef <e®
donc 2< 1+t <1467
donc ! < 1 gl.
1+er ~1+et ~ 2

-b- Soit & > 0. Apreés avoir multiplié ’encadrement de 1)-a- par ¢, on intégre, bornes croissantes, ’encadrement



de 1)-a-, pour obtenir :

ot vt Yt
/ dt g/ dt g/ —dt
0 €*+1 o et+1 0 2

1 [e7” Tt 127"
donc — =] < —dt< = |—
e’ +1 | 2], o et+1 212],

4 1 22 </”“' t gt < 1 22
onc — < —dt< ==
er +1 2 o et+1 22
1 1
d < <= |
onc &1 f(x) 5

-c- Or

1 1
— — donc d’aprés encadrement de 1)-b-, et le théoréme des gendarmes, f(z) — = = f(0).
e? 41 z—0 2 z—04 2

Donc | f est continue a droite en 0 |

2) -a- L’application h : z +— fomﬁdt est une primitive sur ]0,4+oo[ de t — donc g est dériv-

t
et +1
able sur |0, +oo[, avec pour x €]0,+o0[, h'(¥) = &%7 qui est continue par opérations sur les fonc-

tions continues. Donc h est de classe C! sur ]0,00[. Par produit par la fonction usuelle x + =
x

f est de classe C! sur |0, +oof |
Pour z > 0,

o) = — )+ o= = 2 )+ 2 §<f(z)ezl+1>

22 e® 41 x ze? 11 -

fla)= -0 ov gr) =" (f (@) - 1+1> |

-b- D’aprés linégalité de gauche de 1)-b-, g(x) > 0 pour z > 0 et donc f'(z) < 0. Donc
1
2

|f est croissante sur R | Et comme f(0) = % alors |f est positive sur R+| car 5 est le minimum de
f-
t
3) -a- D’aprés une inégalité classique du cours : Vt € Ry, et +1 > ¢ donc : |Vt € Ry, 1 <1
e
-b- Soit x > 0, on intégre I'inégalité précédente pour ¢ € [0, z],
vt ¥ 2
n dt < 1dt donc flz) < =
0 e +1 0 i
- 2
Et comme f est positive : Vz >0, 0 < f(z) < —.
x
2
Or = — 0 donc par le théoréme des gendarmes, | f(z) — 0.
Tr r—+oo T—+00
Exercice 3. Facultatif
1) Analyse : soit f : R — R continue vérifiant le probléme (P) :
z+y\ _ fl@)+fy)
vy e, f(52) =L FO) = 1) =0
-a- Soit z € R, avec y = 0 d’une part dans P puis y = 1, il vient :
£ (2£0) @ +10) _ f@) (EE1) @) @
2 2 2 2 2 2



En combinant ces résultat, il découle

T z+1
f<§)f< > > ce pour tout x € R.

En prenant alors 2z a la place de z, il on obtient

1
Ve eR, f(zx)=f(z+ 5) donc | f est 3-périodique |

-b- Soit z € R, on prend 2z a la place de x et y = 0 dans (P), on obtient

fQ2z) + f(0)
2

flz) = cest-a-dire | f(2z) =2f(x) |

On montre alors par une récurrence immédiate: Vn € N, f(2"z) = 2™ f(z).

Par 'absurde, supposons f(z) # 0 alors 2" f(x) —+> 400, ce qui implique que f n’est pas bornée.
n——+0o0

Par ailleurs, la continuité de f sur le segment [0, %] et la %—périodicité de f implique que f est bornée sur

R, ce qui est absurde

Donc f(z) = 0, ce pour tout z € R donc f est la fonction nulle.

-c- Synthése: réciproquement la fonction nulle est continue et vérifie les relations de (P).

Conclusion : | Spy = {z + 0} |

2) On cherche I'ensemble des fonctions g : R — R continues telles que : V(z,y) € R2, ¢ (1: + y) = g(x) + g(y)

2 2
On note (P’) ce probléme. Soit g : R — R continue sur R, on pose pour tout z € R,

f(z) = g(x) — (ax + b) ou a, b réels choisis tels que f(0) = f(1) =0.

FO =0 [g(0)=b b= 9(0)
{f(1)=0 ©{9<1>=a+b ‘i’{azgm—g(m

On pose alors un tel a et un tel b. Alors, f est continue et

g solution de (P') & V(x,y) € R?, ¢ (ac ‘HJ) _ 9(z) +9(y)

2 2

= Yz, y) € R?, f<$;ry) +az;y th— (f(x)+az+b)42r(f(y)+ay+b)
&V(z,y) €R?, f <x;y) _ (f(f)v;f(y))

< f solution de (P)

< f nulle.

eVreR, g(z)=(9(1) - g(0))z + g(0)

& g affine.

Donc | §(pry est 'ensemble des fonctions affines de R dans R |




