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Probleme

—— Partie | - Etude de } ], +

1) Soit k € N*. Pour tout = € [k, k + 1], on a

1 1 1 k+1 4 k+1 k+1 g
m < p < p donc par intégration, bornes croissantes, sur [k, k + 1] /k k——|—1 dr < /k p dr < /k % dx .
(st1)—k —[lna]*+1 (k+1)—k
. 1 1
Ce qui donne finalement : | Vk € N*, il <In(k+1)—Ink < Al

Par conséquent : |Vk €= 2, In(k+1)—1In(k) < £ <In(k) —In(k—1) |

1
k

2) Soit n > 2, on somme 'encadrement précédent pour k € [2,n], et on reconnait deux sommes téléscopiques :
In(n+1)—1In(2) < H, — 1 < In(n) — In(1).

Donc,

In(n) + In(1 + l) —In(2)+1< H, <In(n) + 1.
n

Comme In(n) — +o0 alors In(1 + ) —In(2) + 1 = o(Inn) et 1 = o(lnn), donc

In(n) + In(1 + %) —In(2) + 1 ~In(n) In(n) +1 ~ Inn.

Donc par théoréme des gendarmes, version équivalents, | H,, ~ Inn | 11 découle .

3) Monotonie de (a,). Soit n € N*,

1
pt1 — ap = Hpp1 — Hy —In(n+ 1)+ lnn = e In(n+1)+Inn <0 (lére inégalité de 1) avec n au lieu de k).
n

Donc | (ay,) est décroissante
Positivité de (a,) Soit n € N*, d’aprés U'inégalité H,, > In(n + 1) + 1 — In(2) établie en 2),

1 1
an=H,—lnn>Inn+1)+1-m2—lnn=In(1+-)+1-In(2) >0 car 1+ — > 1.
n n

Donc | (ay,) est décroissante et positive |.

Donc d’aprés le théoréme de la limite monotone, | (a,,) converge, on note +y sa limite |.

n

4) Pour n € N*, on pose b, = Z
k=1

1
n+k’




-a- Soit n € N*|

1
Hy, — H, = b, |
| |

-b- Soit n € N*,

by, = (azn +1n(2n)) — (an, +1In(n))  (d’apres I-3, et par définition de a,,)

=aop, —ap +1In2+Inn—Inn

Or d’aprés 1-3), (a,) converge vers une limite notée I, d’ou (ag,) converge vers | et donc finalement
lim b, =In2|

n—-+o0o

Partie Il - Etude d’une suite récurrente ————

1) La fonction f est dérivable sur Ry, avec pour tout = € Ry,

0 1 +o00
f,(x):(1+x)2—2z(1+:r): 1—a? _1-z ' f! + —
(1+a)t 1+t (142) i
D’ou les variations de f. Notons que f(x) = _ 2 / / \
' d (14 2)? 400 22 0
2
- — 0
Tr x—+oo
L’¢tude de f livre, f([0,1]) = [0, 1] C [0,1] donc [0, 1] est stable par f.
Or up =1 € [0,1], donc la suite u est définie et & valeurs dans [0, 1].
Puis, pour tout z € [0, 1],
T 1 —2r — 22 —2—x
= g — 1) = =a? <0
e R (e R R e e

Donc |u est décroissante |; de plus u est minorée par 0 donc u convergente d’aprés le théoréme de la limite
monotone.
L’unique point fixe de [0, 1] est 0 (f(z) —z = 0 si et seulement si z = 0 car = € [0, 1]).

Finalement | (u,)nen converge vers O |.

2) -a- Soit n € N,

f( 1 ): AT _ mT _n+l o1
n+1 (1+ 75)? _gzﬁgz n+2n+2
<1

Par récurrence, posons pour n € N, P,:“u, < ] ”

Initialisation. ug =1 > 0.

Hérédité. Soit n € N, supposons P,, est vraie. D’aprés les variations de f, f est croissante sur [0, 1]
de plus u, et %—H appartiennent a [0,1], d’ou f(u,) < f(n%ﬂ) L’inégalité qui précede f(uy) <
C’est-a-dire Py, 41 est vraie.

1
n+2°

1
n+1]

Conclusion. | Pour tout n € N, u,, <




-b- Soit k € N*,
1 (1+ugp_1)? 1 1+42u g +ui 1

Uk Uk—1 Uk—1 Uk—1 Uk—1 Uk—1
1

— — =2+ up_1|

Uk Uk—1

La suite (up)nen est positive, de plus avec 'inégalité de I1-2)-a-, il vient:

1 1 1
0<up_1 <~ d’ou Vk e N*, 2< — — <24 -
k Uk Uk —1
. . 1 1 1
-c- Soit n € N*, k € [1,n]. D’aprés II-2)-b-, 2 < — — <2+ Z On somme cet encadrement pour
U Uk—1
k € [1,n], il vient
P - <N @2+31)=2 -

> Z(uk ukl) > @+ =m+) o

k=1 k=1 k=1 k=1

——

=2n

n

1 1 1 1 1

Or, par téléscopage: Z (— — > = - — = 1.
1 \Uk  Uk—1

1
On a donc bien: [Vn €N, 2n+1< —<2n+1+ H, |
U

3) D’apres 1-2), H, ~ Inn donc 2n + 1+ H, ~ 2n. Et 2n + 1 ~ 2n, par théoréme des gendarmes versions

équivalents, — ~ 2n donc | u,, ~ % .

n

Exercice 1
1) Soit n € N* Papplication f,, est dérivable sur [0, +oo[ avec

Vo € [0,400], fi(x)=na""'4+ 18z (>0siz>0).

n

Par conséquent f,, est strictement croissante sur |0, +o0o[, donc strictement croissante sur [0, 4+o0c[. Finalement
fn est continue sur [0, +oo], strictement monotone sur [0,+oco[ et donc d’aprés le théoréme de la bijection
monotone f, réalise une bijection de [0, +-o00[ vers f,, ([0, +o0]) = [—4, +o0].

Finalement, comme 0 € [—4, +o0[, | il existe un unique x,, € [0, +oo[ tel que fp,(z,) =0}

2) Soit z € R,

—1+/145 —1+ /145
——————  donc =

filz) =09 +r-4=0c2= 18 = 18

2
fg(x):0@9x2+z274:0¢>5z2:2¢>x::&£ donc IEQZ%.

V5

3) e Méthode 1: soit n € N*, on a f,(0) = —4, f,(1) = 6, de plus f, continue sur ]0,1[ donc d’aprés le
théoréme des valeurs intermédiaires il existe ¢ €]0,1[ tel que f(¢) = 0. L’unicité de z, dans 1) donne

¢ = . Finalement | z,, €]0,1[[

e Méthode 2: on peut ré-appliquer le théoréme de la bijection monotone a f,, sur |0, 1].

e Méthode 3: f,(0) = —4, f,(1) =6 et fn(x,) =0 donc f,(0) < fn(zn) < fr(1). On peut donc appliquer
f! qui est strictement croissante comme f,,, d’aprés le théoréme de la bijection monotone, pour obtenir
O<z, <1.



4) -a- Soit n € N*, z €]0,1]

fri1(x) — fu(z) = ("M +92% —4) — (2" + 922 —4) =2"(x — 1) donc | fri1(z) —

fn(z) <0

-b- Soit n € N*, d’aprés 3), z,11 €]0,1[, donc d’aprés 4)-a- avec x = xp, 41

Jne1(@ng1) = fa(Tni1) <0 donc | fu(zny1) > 0]
—_—
=0

Comme f,(z,) = 0, il vient f,,(p+1) > fau(zs). En appliquant ! qui est strictement croissante il vient

Tp41 > Tp et donc la suite (acn)neN* est strictement croissante |.

-c- Finalement la suite (z,),en+ est croissante et majorée par 1 donc | (zy,)nen+ converge vers [ € [0,1] |.

5) -a- Soit n € N*, f,(z,) = 0 se réécrit 27" = 4 — 922. Comme (z,,) converge vers [, on en déduit que (z7)

converge vers 4 — 912,

n

Or (z) est positive car (z,,) est positive, donc par passage a la limite sa limite est positive i.e. 4—91% > 0.

On en déduit que 1> < = et donc 0 < I < =. Or d’aprés le théoréme de la limite montone appliquée a

(zn), I est la borne supérieure de (z,,), donc pour tout n € N*,

2 n
0<z, <1< donc Oggng["g(_) Y

[SVRI )

Et donc, par théoréme d’encadrement, | (z),en- converge vers 0 |.

Attention : on ne peut utiliser le résultat qui affirme ¢ — 1 pour q €] — 1,1].

n — 4+

indépendant de n, on ne peut donc prendre ¢ = x,, méme s’il est vrai que x,, €]0, 1].

Car ¢ doit étre

1 n
Prenez par exemple (1 — —) — e~ ! (utilisez des équivalents par exemple) alors que 0 < 1 — % < 1.
n

-b- En passant & la limite la relation 27 = 4 — 922, il vient 0 = 4 — 912 d’ou | [ = 3 (car [

6) On pose n € N*,
Up =1 — Ty Sn:ZUk-
k=1

-a- Tout d’abord comme déja vu: Vn € N*, x,, <[ et donc: Vn € N*, u,, > 0.
Soit n € N*. De 2" + 922 — 4 = 0 on tire:

(>~ =

o~ =

(l—zp) (I +2n) > up.
——
Uy >l

| =
&
33
Il
Wl
I
N W
8
)
Il
—
[

1
On a donc bien: |Vn € N*, 0 < u,, < gxﬁ .
-b- Tout d’abord pour n € N*, S,,11 — S, = up41 = 0 d’aprés 6)-a-, donc (S,,) est croissante.
k
1/2
Soit k € N*, d’aprés 6)-a- et le fait que zj < %, on a: up < 5 (g) .

On somme alors cette inégalité pour k € [1,n], ot n € N*,
n k 2\ n
1 121— (%
s<i2(3) —s -3 0-0)) <5
6k:1 63 1-3 3 3 3

Donc (Sy,) est majorée.

Donc d’aprés le théoréme de la limite monotone, | (S,,) converge |

> 0 d’apreés 4)-c-).



