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2) Attention, on ne compose pas les équivalents.
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Exercice 2

1) Pour z € N,
(Bo)ez+1-2=0<a2=1.

| (Eo) admet une unique solution z¢ = 1.

2) Soit n > 1.
fn est strictement croissante et continue sur l’intervalle R comme somme de = +— = — 2 et z — " qui le sont.

Donc d’aprés le théoréme de la bijection monotone, fn réalise une bijection de R vers f(R) = } lim fp, Em fn { =] — o0, +oo] (les
— 00 oo

limites ont été calculées par opérations).
Comme 0 € R, il admet un unique antécédent par f, dans R, notée x.

Donc | ’équation (En) admet une unique solution notée xy |
Puis frn(0) = —1 et fn(l) =€ —1> 0, donc

fn(0) < fr(zn) < fu(1).

Par stricte croissance de fr, on déduit |0 < zp, < 1|

3) Soit z € R,
fn+1(x) _ fn($) _ e(n+l)z _ehT — enz(em _1).

Donc | fnti1(z) — fn(x) =20 pour > 0 et fnt1(z) — fn(xz) <0 pour z <0 |

4) Soit m» € N. On prend z = z, > 0 dans 3), il vient
fn+1(xn) - fn(wn) >0 donc fn+1($n) > 0.

Or 0 = fn+1(%n+1) donc
fr+1(zn) 2 fnt1(@nt1)-

La stricte croissance de fp4+1 donne alors m

| La suite (zn)nen est donc décroissante |

Comme elle est de plus minorée par 0, alors d’apreés le théoréme de la limite monotone, | (#n)nen converge | On notera ! sa limite.




5) En passant & la limite 0 < 2 < 1, on obtient 0 <1 < 1.
Par ’absurde, supposons [ > 0. On souhaite passer a la limite la relation

Ty + €™ =2,

Comme nzy, —+> +o00, par composition et somme de limites on obtient : +0o = 2. Ce qui est absurde. Donc | z,, —>
n—-+0oo

Puis, €"*" =2 —xz, — 2. Donc par continuité de In, nz,, — In(2) donc nz, ~ In(2), par suite |z, ~ ——= |
n—-+oo n—-+oo —+o0

6) De e"*" =2 —x, on tire ney, = In(2 — z,) donc

o — 1%2 - %(111(2 ~2) — In(2)) = %m (1-2).

Comme - —» Oet In(1 4 ) ~ u, il vient
2 n—+oo 0
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Finalemement : |z, — — ~ ——— |

Probléme 1. Une fonction de P(FE)

1) Soit X,Y deux parties de E.

-a- =: Supposons que X C Y.
On a toujours X NY C X.
Puisque X C Y, X =X NX C XNY. Par double inclusion, X NY = X.

<=: Supposons que X NY = X.
Soit x € X, X NY = X donc x € X NY, en particulier x € Y. On a montré que X C Y.

Par double implication, | X CY & XNY = X |

-b- =: Supposons que X C Y.
On a toujours Y C X UY.
Soit y€ XUY. Queye XouyeYonayeY car X CY donc XUY CY. Par double inclusion, X UY =Y.

<: Supposons que X UY =Y.
XCXUYet XUY =Y donc X CY.

Par double implication, [ X CY & XUY =Y |

2) -a- A =0. Soit X une partie de E,Xﬂ@z@donclf(X)z@UB:Bl.

-b- B = E. Soit X une partie de E, X N A C E donc d’aprés le 1.b | f(X)=FE |

-c- Dans les deux cas précédents, | f est une fonction constante et VX € P(E), f(X)=B |

3) | F0)=B, f(A)=AUB, f(B)=B et f(B)=AUB|

4) Soit X,Y deux parties de E. On suppose que X C Y.
On aalors XNACY NApuis (XNA)UB C (Y NA)UB cest-a-dire f(X) C f(Y).

| La fonction f est croissante, au sens de I’inclusion |

5) Soit Y une partie de E.
(3) = (74) : On suppose que Y admet un antécédent dans P(FE) par f.
Il existe X € P(E) tel que Y = f(X).
BCBU(XNA)donc BCY.
XNACAdonc (XNA)UBC AUB c'est-a-dire Y C AU B.
Ainsi B CY C AU B, (it) est vérifiée.



(#4) = (i14) : C’est I'implication difficile.

On suppose que BCY C AUB.

BU B = E donc par distributivité de I’'union par rapport a I’intersection Y =Y N(BUB) = (Y \ B)U (Y N B).
De plus BCY doncYNB=DB,onadoncY = (Y \B)UB.

Par distributivité de I’intersection par rapport & 'union, f(Y) = (Y \ B)Nn A)U (BN A))U B.

Par associativité de 'union, f(Y) = ((Y\ B)NA)U (BN A)UB) (x).

D’une part Y C AU B donc (Y \ B) C A. D’aprésle l.a, Y\ B)NA=Y \B.

D’autre part, BN A C B donc d’aprés le 1.b, (BN A)U B = B.

() devient f(Y) = (Y \B)UB. Y = f(Y), (i) est vérifiée.

L’implication (7i7) = (i) est immeédiate.

On a montré que (z) = (1) = (4i1) = (7). | Les trois propositions sont équivalentes |

6) -a-

Daprés le 5((¢) < (4t)), A admet un antécédent dans P(E) par f ssi BC AC AUB.

On a toujours A C AU B donc | A admet un antécédent dans P(E) par f ssi B C A |

On suppose que B C A.

Soit X € P(E). On suppose que f(X) = A.

(XNA)UB=Adonc (XNA)UB)NB=ANB.

Par distributivité de 'intersection par rapport & I’union, on a (X NA)NB)U® = (A \ B).

Puis par associativité de I'intersection, on obtient X N (AN B) = (A \ B) c’est-a-dire X N (A \ B) = (A\ B).
On peut conclure avec le 1.a, (A\ B) C X.

Réciproquement, on suppose que (A \ B) C X.

(A\ B) C X C E comme d’aprés le 4 f est croissante on a f(A\ B) C f(X) C f(E) (%).
Montrons que f(A\ B) = f(E) = A.

o f(A\B)=((A\B)NA)UB=(A\B)UB=AUB. Puisque BC A, AUB = A et donc f(A\ B) = A.
e f(E)=AUB=A.

Ainsi f(A\ B) = f(F) = A. Avec (x) on obtient f(X) = A.

On a prouvé par double implication que | f(X)=As A\BCX |

f(0) = B donc | B admet toujours un antécédent dans P(F) par f | (on pouvait aussi remarquer que B C B C AU B).

Soit X € P(E).
f(X)=B& (XNA)UB=B.

Avec le 1.b on a directement

|f(X):B<:>(XnA)CB|.

Si f est constante f(A) = f(B) c’est-a-dire AU B = B. D’aprés le 1.a, A C B.

Réciproquement si A C B. f(F)=AUB = B.

Soit X € P(E),0 C X C E.

D’aprés le 4 f est croissante donc f(0) C f(X) C f(E) c’est-a-dire B C f(X) C B.
On a donc f(X) = B, f est constante.

On peut conclure: | f est constante ssi A C B |

On suppose que [ est surjective. D’aprés le 5 pour toute partie Y de £, BCY C AU B.
Avec Y = 0 on obtient B = () puis avec Y = E, A= E.

Réciproquement, on suppose que A = E et B = ().
Soit X € P(E), f(X)=(XNE)UD=X. f=1Idpg) en particulier f est surjective.

On peut conclure: | f est surjective ssi A=FE et B=10 |

Si A= FE et B=0alors f =1dpg) donc f est injective.

Réciproquement, on suppose que f est injective.
f(®) =B = f(B)donc B=0et f(A)=AUB = f(E) donc A=E.

On peut conclure: | f est injective ssi A= FE et B=10 |

Soit X € P(E). f(X) admet uun antécédent dans P(E) par f.
Daprés le 5.((i) < (iii)) on a donce f(£(X)) = f£(X). Donc m

() = (4i) : On suppose que g est injective.
Soit y € F, g o g(y) = g(y) c’est-a-dire g (g(y)) = g(y). g étant injective, g(y) = y. g est surjective.



(41) = (4) : On suppose que g est surjective.

Soit x1,z2 € F. On suppose que g(z1) = g(x2).

g est surjective donc il existe t1,t2 € F tels que z1 = g(t1) et z2 = g(t2).

g(z1) = g(z2) devient go g(t1) = go g(t2) puisque go g = g, g(t1) = g(t2) c’est-a-dire 1 = 2.
g est injective.

Reste a prouver que g est bijective < (i14).
=: g est bijective.

1

g admet une bijection réciproque gil. En composant g o g = g & gauche par 971 on obtient g7 o (gog) = g’1 og=Idp.

Par associativité (g71 og)og=1dp donc g =1Idp.
<: Si g = IdF, g est bien entendu bijective.

On a prouvé ((7) et (i) < (iii) c’est-a-dire (i) < (4i7) puisque (i) < ().

Donc (i) & (it) < (i44). | Les trois propositions sont équivalentes |

Probléme 2. Une introduction aux séries numériques

1. Deux exemples :

n 1 k 1_ (l)n+1
(a) Pourn}O,Sn:Z<§) :%.
k=0 3
1 1\"*! 3
Or -1 < - < 1, et donc lim (7) = 0. Par opérations sur les limites finies, nous obtenons lim S, = —
3 n—+oo \ 3 n——+oo 2

. 3
la série E un converge et sa somme vaut 3
n=0

(b) Pour n > 1, par télescopage, on a :

z”: In(k+ 1) —In(k) =In(n+1) —In(1) = In(n + l)m + oo.
k=1

La série Z (In(n + 1) — Inn) diverge.
n>1

2. Condition nécessaire de convergence:

(a) Pour tout n >1,0on a Sy, —Sp—1 = un.
Si la série z un converge, alors la suite (Sn) converge vers un réel [ et (Sn,—1) converge aussi vers [, car elle est extraite de
n>0

(Sp). Ainsi par différence, un = Sy, — Sp—1———l —l et donc| lim wu, =0}
n——4oo n—-+oo

1 1 1 1
(b) Puisque lim — =0, alors on a nsin <7) ~ n X —, donc nsin (7) ~ 1. Le terme général ne tendant pas vers 0,
n— n n

+ocon n n— oo n— oo
- . 1 .
la série E nsin | — | diverge.
n
n>0

(¢) Nous avons vu que la série Z (In(n + 1) —In(n)) diverge, tandis que pour n > 1,
nz1

1 1
ln(n+1)—ln(n):lnn+ :ln(l—l—f).
n n

1 1 1 1
Or lim — =0,doncln (1 + 7) ~ —et lim In (1 + 7) = 0. Autrement dit,
n n

n—+oon n—oo n n—-+oo

la série Z:l (In(n + 1) — In(n)) diverge, bien que nkr}rloo (In(n + 1) —In(n)) = 0.
nz

3. Séries de Riemann:

1 "1
Soit a un réel. Pour n > 1, on pose un, = —, et donc S, = E —.
no ! koc

(a) Pour tout m > 1, 0on a Sp41 — Sn = un41 > 0, donc | la suite (Syp) est croissante .

1
(b) Remarquons que pour a < 0, on a lim — = 400, tandis que pour « =0,on a lim — =1.
n—+oo N n——+oo N



(c)

(d)

1
D’aprés la question 3. (a), | la série Z e diverge.
n=1

Soit n > 1.
e Si a# 1 Calculons :

I _/n+1 —ogs — |:tfo¢+1 :|n+1 B (n+1)7a+1+1 1 _ 1 ( 1 1)
"L T lead41], —a+1 —a+1 1—a\(n+1)o! '

n+1 1
e Sinon, pour o = 1, calculons : I, = / ?dt = [ln(t)]?"'l =In(n+1).
1

Nous en déduisons que:

e Sia=1,alors| lim I, =+o0|
n—-+oo

e o Sia€]0,1],alorsa—1<0,et donc| lim I, =+oo|

n—-+oo
. . 1 . 1
e Sia>1l,alorsa—1>0et donc lim —— =0,dou| lim I, = .
n—+oo (n 4 1)a—1 n—+o0 a—1

1
Soit k > 1, par décroissance de la fonction ¢t — et nous obtenons tout d’abord :

1 11
vitelkk+1], ngagfa’

puis en intégrant bornes croissantes nous obtenons ensuite:

/'k+1 dt /k+1 dt /k+1 dt
— = < — < >
ko (B+ 1)~ O ko ke
. 1 /k+1 dt 1
soit ———— < — < —
(k+ 1)~ k t> T ke
Nous sommons maintenant ces inégalités pour k allant de 1 & k = n (pour n > 1 ), nous obtenons
1 de 1
Y X W X
k=1
1
Sp—14+ ———-< In < Sp.

(n+ 1)

Nous en déduisons enfin que pour n > 1,

1

In < Sn < I 1—— |

Pour a €]0,1], on a Sn > I, avec I qui tend vers +o0o. Nous en déduisons par comparaison que la suite (Sp) tend aussi
vers +00.

1
Pour « >1,ona S, < Ipn+1— —-—. Or I, + 1 — ————— a une limite finie, donc en particulier est bornée, ce qui
s n S Iin (n+1)a n (n+1)a s p s q
prouve que la suite (Sp) est majorée. Comme elle est de plus croissante, d’aprés le théoréme de la limite monotone, elle
converge.

. . . 1 . .
Conclusion : | la série de Riemann g — converge si et seulement si o > 11
n
nx=1

4. Critére pour des séries alternées:

n
k

Soit (an),cn une suite décroissante tendant vers 0 . On pose Sp = Z(—l) ag.

(a)

k=0
Soit n € N. On a :

S2(nt1) — S2n = Sany2 — Son = (—1)2"* 249,10 + (1) lag, 11 = agnia — agni1 <O,

car la suite (arn) décroit. Donc | la suite (S25,) est décroissante |

De méme, pour n > 1:

So(nt1)+1 — S2nt1 = S2nts — Sant1 = (—1)*"Bagn i3 + (=1)*"agn 2 = —azni3 + azni2 >0,
car la suite (arn) décroit. Donc la suite (S2,41) est croissante.
Enfin, San+1 — Son = (—1)2"+1a2n+1 = —a2n+1 tend vers 0 car la suite (an) tend vers 0 donc la suite extraite (azn+1)
aussi.

Conclusion : les suites (S2n) et (S2n+1) sont adjacentes, elles convergent donc vers une méme limite, et comme il s’agit des

suites extraites paire et impaire, la suite (Sp) est convergente, i.e. | la série g (=1)"an converge.
n=0




(c) Application:

i.

ii.

iii.

iv.

—1)"

Nous en déduisons que | la série E (1) converge [, car la suite décroit et tend vers 0.
2n+1 2n +1
n>=0 neN
1 2k+171 1
2k r
Remarquons que pour tout k € N : zdx = = .
2E+1], 241

Nous en déduisons par linéarité de I’

1 n n
JADSCOLEES S

0 k=0

k=

_x2)n+1

"Nk, [
Or/OX%(z) dxi/o,;) -

0
intégrale, pour tout n > 1 :

1 n (71)k
/ z%*dx = E .
0 —o 2k+1

k=0

dzx (car —xz? # 1) et ainsi finalement :

%)

 (=DF
Vn2>=0, Z =
= 2k + 1

11__2n+1
/ (2™ e
0 1-‘1—.’,62

1 x2n+2
Posons Vn >0, J, = / 72da:.
0 1 + X

9 1 1 Z,2n+2 J;2n+2
Soit n € N. Remarquons que po €0,1]lonal<1 < 2,et donc = < < 1, puis <
it n marquons que pour z € [0, 1] on +x ne o T pui 3 T
Par croissance de I'intégrale sur [0, 1], nous obtenons :
1 ,2n+42 1 2042 1
/ dx </ ——dz </ 22" 2dz,
0 2 o 1+a2 0
L1 1 . -
soit —— < Jp, < . Or lim = 0, et donc d’aprés le théoréme d’encadrement,| lim J, =
22n+3 2n+ 3 n—+oo 2n 4+ 3 n——+oo
Soit n > 1, alors :
n (_l)k 1 1— (_12)n+1
2 ont1 = 112
o 2k + 0 +z
19 1 2042
= ——dz + (-1 ”/ dz
/0 14 22 +(=1) o 14+=z2
= [Arctan(@)]} + (=1)"Jy,
T
= THED
Comme ((—1)")nen est bornée et lim J, =0, alors lim (—1)"J, =0 et donc par somme | S = o1
n—4oo n—-+oo 4




