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Exercice 2. (©) Résoudre dans Z les équations suivantes
1) 2 =3lz+7 2) x+2)2? +2

Correction - Dans les deux questions, on raisonne par analyse-synthése (on laisse les détails de rédaction au lecteur).

1) Soit z est solution du probléme alors, z—3|z+7 et z—3|z—3 donc z—3|(z+7)—(z—3) = 10. Donc z—3 € {-10, —5,—2,—1,1,2,5,10}.

‘ L’ensemble-solution est {—7,—2,1,2,4,5,8,13} ‘

2) Soit x est solution du probléme alors, x + 2|22 + 2. De plus, x + 2|z + 2, alors = + 2|22 + 2 — z(x + 2) + 2(z + 2) = 6. Donc
z+2¢ {767 737 727 717 17 27 37 6} []
‘ L’ensemble-solution est {—8,—5, —4,—3,—1,0,1,4} ‘

Exercice 6. () Montrer que dans la suite (u,) de terme général u,, = 2™ — 3, il y a:
1) une infinité de termes divisibles par 5
2) une infinité de termes divisibles par 13

3) aucun terme divisible par 65.

Correction -
1) Remarquons que pour k € N, 24543 = 16% x 8 = 1% x 3 [5] = 3 [5]. Donc : 243 — 3 est divisible par 5, ce pour tout k € N.

| Il y a donc une infinité de u, divisibles par 5 |

2) Remarquons que pour k € N, 2125+4 = 4096* x 16 = 1* x 3 [13] = 3 [5]. Donc : 212k+4 _ 3 est divisible par 13, ce pour tout k € N.

| Il y a donc une infinité de uy divisibles par 13 |

3) Par l’absurde supposons qu’il existe n € N tel que 65|uy,. Alors en particulier 5|uy,.
On montre qu’alors n est forcément de la forme n = 4k + 3. Posons n =4k +r ou r € {0, 1,2, 3}, alors

on = 24kt — 16k x 2" = 1% x 27 [5] = 2" [5].
Or 29 =1,21 =2, 22 =4, 23 =8, le seul congru & 3 modulo 5 est le dernier.
Puis, on écrit k = 3¢ + r ou r € {0,1, 2}, alors :
24k 43 — 94Ba+m)+3 — 40967 x 24713 = 19 x 2473 [13] = 24713 [13].

Or 24713 vaut 8, 128 ou 2048 tous différents de 3 modulo 13. Donc, 2413 — 3 n’est pas divisible par 13, donc ne peut étre divisible
par 65.

| Il n’y a donc aucun u, divisible par 65

| Exercice 7. (x) Montrer que le produit de k entiers consécutifs est divisible par k!.

Correction - On considére k entiers consécutifs, a partir de n + 1, leur produit est :

M:k!(nJrk).

P=(mn+1)(n+2)--(n+k)= o N

Donc .
| Exercice 11. (x) Résoudre dans N2 Péquation 11(x Ay) + (z V y) = 203 (E).

Correction - Analyse. Soit (z,y) € N2 solution. Comme x A y|z V y alors A y|203 = 7 x 29. Donc z Ay € 1,7, 29, 203.
e SizAy=1 Alors (E) < 11 +ay = 203 < zy = 192 = 26 x 3. Donc (z,y) € {(1,192), (192, 1), (64, 3), (3,64)}.

x =Tz
e SizAy=7. Onpose{ y =Ty’ . Alors (B) & 77+x—7y =203 & z'y’ =18 = 2x 3% Donc (¢/,%) € {(1,18),(18,1),(9,2), (2,9)}
ANy =1

donc (z,y) € {(7,126), (126, 7), (63, 14), (14, 63)}.
e SixzAy=29. Alors 11(z Ay) = 319 > 203, donc pas de solution dans N2.
e SixAy=203. Alors 11(xz Ay) > 203, donc pas de solution dans N2.



Syntheése. |[...]
Conclusion. ‘S(E) = {(1,192), (192, 1), (64, 3), (3,64), (7,126), (126, 7), (63, 14), (14, 63)} ‘

Exercice 14. (O) Résoudre dans Z? les équations suivantes
1) 41z +23y =5 (Ey) 2) 39z + 15y =7 (Es)

Correction - Méthode classique. S(g,) = {(45 — 23k, —80 + 41k) / k € Z} et S(g,) = 0.

Exercice 15. (x) Soient a et b deux entiers non nuls premiers entre eux et un couple de Bezout (ug,vo) € Z? tel que
aug + bvg = 1.

1) Déterminer les tous les couples d’entiers (u,v) € Z? tels que au + bv = 1 (E)

|ul

b
2) Si (a,b) € (N*)2. Montrer qu’il existe deux entiers (u,v) € Z? tels que au + bv = 1 et o]
v <a

<
<

Correction -
1) Classique : au+bv =1 < au + bv = aug + bvg < a(u — ug) + b(v —vg) = 0 < a(u — ug) = b(vo —v) [...].
Donc ‘ Sg) = {(uo + kb,vo — ka) / k € Z} ‘

2)
| Exercice 17. () L’équation (E) 23 + 2% + 2z + 1 = 0 admet-elle des solutions rationnelles?

Correction - Soit z = £ une solution de (E) avec (p,q) €EZ x N* et pAg=1. Alors
q

3 2
p_3 + p_2 + 2P +1=0 Ccest-adire p>+p?q+2pi®+¢>=0 Cest-a-dire p°+ p®q+ 2pg® = —¢°.
q q
Donc p|q3 orpAg=1donc pAg®=1ce qui contredit p|q3 & moins que p ne soit égal & 1 ou —1.
Sip=1,alors 1 +q+2¢%> + ¢ =0 donc g+ ¢ = —1 — 2¢>. Donc q + ¢ est impair, ce qui est absurde (distinguer ¢ pair, ¢ impair).
Sip=—1,alors —1 4+ q —2¢> + ¢®> = 0 donc ¢+ ¢ = 1 + 2¢3. Donc q + ¢> est impair, ce qui est absurde (distinguer ¢ pair, ¢ impair).

‘ Il n’y a donc pas de solutions rationnelles a (E) ‘

. 1 :
Exercice 18. (O) Montrer que pour tout n € N\ {0,1}, Z(n?’ + (n +2)3) n’est pas premier.

Correction - Soitn € N, n > 2,
1 1 1
N = Z(n?’ +(n+2)73%) = Z(nJr n+2)n? —nn+2)+n+2)?) = 5(n+ 1)(n? + 2n + 4).

Sin=2poupz=1,alors N=(n+1)(2p? + 2p+ 2) donc N n’est pas pas premier (n + 1> 2 et 2p® + 2p + 2 > 2).
Sin=2p+1otp>0,alors N=(p+1)(n?+ 2n +4) donc N n’est pas pas premier (p+ 1> 2 et n?2 4 2n +4 > 2).

N n’est pas premier |

Donc dans tous les cas,

Exercice 21. (x) Déterminer les nombres premiers p tels que p? + 2 soit lui-méme premier.

Correction - On fait une disjonction selon le reste modulo 3.

Si p = 3k, p n’est premier que si k = 1, dans ce cas p? + 2 = 11 est premier.

Sip=3k+1, p2+2= (9% +6k+ 1) + 2 = 3(3k% + 2k + 1) donc p? + 2 n’est premier que si k = 0 (dans ce cas p? + 2 = 3), dans ce cas
p = 1 n’est pas premier.

Sip=3k+2, p2+2=(9k2 + 12k +4) + 2 = 3(3k? + 4k + 2) donc p? + 2 n’est pas premier.

Donc ‘ p = 3 est le seul nombre premier tel que p? + 2 soit premier.

Exercice 22. (xx) Soit n € N. On note p,, le n-iéme nombre premier.
1) Montrer que p,41 < p1p2---pn + 1.

2) En déduire que p, < 22".



3) Soit € Ry. On note 7(x) le nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux a x. Démontrer que pour
assez grand :
In(In(z)) — 1 < 7(z) < =.

Correction -

1) Soit n € N. L’entier p1p2---pn + 1 est > 2 donc admet un diviseur premier qui n’est pas parmi p1,ldots, pn. En effet, supposons
Prlpip2 - pn+1oul < k<n. Orpglpip2 - pn donc pg|(p1p2---pn + 1) —p1p2---pn = 1 absurde. Donc il existe un diviseur

premier inférieur a p1ps - - - pn + 1 et supérieur a p,. Par conséquent | Pnt+1 <p1p2--pn+ 1}

2) Posons pour n € N, Py, : “pp < 2277,

o Initialisation. pg = 2 et 22° — 9 donc po < 22
e Héreédité. Soit n € N, supposons Py, vraie pour tout k € [0,n], alors d’apreés 1) et I'HR :

ontl_y

pos1 <22722 02" g1 =922 Ly 0T =02 g2t

Donc P(n + 1) vraie.

e Conclusion. | Pour tout n € N, p,, < 22"

3

=

Soit z € R4. On note 7(x) le nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux a x.
On a clairement, 7(z) < z.

227r(a:)+1 227r(m)+1

Puis pr(z) € T < Pr(z)41- D’aprés 2), Pr(z)+1 S donc z < . En appliquant deux fois In qui est croissant,

In(In(z)) < In (2"(z)+1 In 2) = (m(z)+1)In2 +In(ln2) < w(x) + 1.
S
<1 <0

Donc n(z) > In(lnz) — 1.
Finalement, ‘ In(In(z)) — 1 < w(z) < =. ‘

Exercice 23. (xx) Soit p un nombre premier supérieur ou égal a 3. Montrer que

VneZ, (n+1)P—mP+1)=0 [2p].

Correction - On s’inspire de la démonstration du théoréme de Fermat.
Soit p un nombre premier supérieur ou égal a 3. Soit p € Z. D’aprés la formule du binéme de Newton,

p—1
_ P
(n+1)P — (nP + 1) = kz::l <k>nk

p

Puis on utilise la formule de symétrie, (p) = (
k p—k

), on coupe la somme au milieu,

p—1 p—1

2 2
_ P\ k p —k\ _ P\ k —k
1 == 32 (Ot + (2 ) ) = 32 ()t o
k=1 k=1
Or p| (Z) (on utilise la formule du sélectionneur, comme dans la démo du th. de Fermat). Puis 2|nF + nP~* en effet en distinguant n pair,
p—1

2
n impair on obtient n* 4+ n?~* pair. Donc 2p| (Z) (n* +nP~F) et donc 2p| Z (Z) (n* 4+ nP~F),
k=1

Conclusion : ‘ (n+1)P — (n? +1) =0 [2p] ‘

Exercice 24. (x)

78]
1

1) Résoudre dans Z? le systéme *
x [13]

2) Cas général. Soient deux entiers nj et ny premiers entre eux. Pour tout (a,as) € Z2, montrer qu'il existe un
x =ar [ni)

entier p € Z tel que pour tout x € Z,
as [712]

Sz =p [nnsg).

X

Correction -



1) Cette question est un cas particulier de la question 2).
2) Soient deux entiers ni et nmo premiers entre eux et (al,ag) € 72.
r=a; [n noT = ngai [nin
1[1].A10rS 2 2a1 [nina]
niz = niaz [ning]
théoréme de Bezout, posons w1, u2 dans Z tels que : nju1 + naug = 1. On effectue alors la combinaison linéaire, us L1 4+ uj L2,

Analyse. Soit z solution de { . Comme nj et ny sont premiers entre eux, d’aprés le

T = az [na)

UM + UIn1T = ugn2al + uiniaz [nina) donc T = ugneal + uiniaz [ning].

Avec p = ugnoai + uiniaz, on a bien z = p [ning].

N . z = ugngar [ng
Synthése. Supposons z = p [nin2] avec p = usngai + uiniaz alors on a bien { { % . Or uini + uang = 1 donc
T =uiniaz |n2

z =a1 [ni]

uiny =1 [n2] et ugna =1 [n1] et donc
T = az [n2]

z=a1 [n
Conclusion. | Il existe un entier p € Z tel que pour tout x € Z, { L] &z =p [ningl. |

T = a2 [n2]




