Cours Chapitre EJ : Filtrage linéaire

I Signaux périodiques

1 Décomposition en série de Fourier

Toute fonction périodique y(¢) de pulsation w, peut se décomposer en une somme de fonctions sinusoidales de
pulsations multiples de w, (c’est-a-dire de la forme nw, ot n € N). Autrement dit, toute fonction périodique

peut s’écrire :
+oo

y(t) =Yy + Z Y,, cos(nwyt + ¢r,)

n=1

La pulsation w, du signal est appelée pulsation fondamentale.

Les termes de la décomposition en série de Fourier sont appelés harmoniques. Y,, et ¢,, sont 'amplitude et la
phase & lorigine de ’harmonique de rang n.

Le terme Yy de pulsation nulle (n = 0) est appelé composante continue.

Le spectre (d’amplitude) du signal est la représentation des amplitudes Y;, des différents termes en fonction

de w (ou f).

—+oo
Ezemple : la série de Fourier d’un signal carré est y(t) =Yy + — Z sin[(2p + 1) wyt]
(o 2p+1 ——
p= n impairs
amplitude
Yy Yo
Yot
2 w w
T, = ﬁ t y 3wy
Signal Spectre
Syntheése d’un signal carré 4 partie de sa série de Fourier
— N=1
1.0 (o %’"”@ A -
— N=10
import numpy as np — N=1000
import matplotlib.pyplot as plt 0.5 4
N=1000 # nmnombre d'harmoniques ~ o004
wt=np.linspace(-2#*np.pi,2*np.pi,N)
y=np.zeros(len(wt)) # Y0=0 05
for p in range(N): -
y=y+4/pi/ (2xp+1) *np.sin ((2*p+1) *wt) A A
plt.plot (wt,y) -1.01 L Ava:
—6 —4 -2 (I) 2 4 6
wyt

2 Valeur moyenne

1 t+T
La valeur moyenne d’un signal périodique y(t) de période T est : | (y) = T/ y(T)dr
t

La valeur moyenne ne dépend pas de l'instant ¢ de départ.

a Cas d’un signal sinusoidal

La valeur moyenne d’un signal sinusoidal y(¢) = Y cos(wt + ) est nulle. ‘

T

17T 1Y
Démonstration : (y) = T / Y cos(wt + ¢)dt = T { sin(wt + cp)]
0 w

Or wT = 2m, donc sin(wT + ¢) = sin(yp)

0
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b Cas d’un signal périodique quelconque

La valeur moyenne d’un signal périodique est égale & sa composante continue. ‘

Démonstration : Un signal périodique quelcongque y(t) de pulsation w, se décompose en série de Fourier :

—+oo
y(t) =Y + Z Y,, cos(nwyt + ¢n)

n=1

La valeur moyenne (y) est la somme des valeurs moyennes des différents termes. Les termes de rang n > 1 sont
des signauz sinusoidauz de période —TLQJ = —*. On calcule leur valeur moyenne sur une période T, :
N :

1 [ Y, v
(Y5, cos(nwyt + ¢p)) = / Y,, cos(nwyt + @y, )dt = — { sin(nwyt + )| =0
Ty | nwy 0

Seule la composante continue a une valeur moyenne non-nulle.

1 [T
<y>:?/0 Yodt =Yy

Y

3 Valeur efficace

1 t+T
La valeur efficace d’un signal périodique y(t) de période T est : | yog = +/(y?) = \/T/ y?(7)dr
t

Un voltmeétre ou un ampéremétre en mode AC (Alternative Current) mesure la valeur efficace du signal.

Le réseau électrique (ou secteur) délivre un signal sinusoidal de fréquence 50 Hz et de tension efficace 230 V.

a Cas d’un signal sinusoidal

Y
La valeur efficace d’un signal sinusoidal y(¢) = Y cos(wt + ¢) est —.

V2

Démonstration : y2(t) = Y2 cos?(wt + ) = Y72 (1 4 cos[2(wt + ¥)])
Le signal cos[2(wt + ¢)] est périodique de pulsation 2w, soit de période T/2, donc sa valeur moyenne sur une

période T est nulle.
2 2

(1) = o (1) + feos(2(et + @) = -, ainsi yeg = /) = 2

b Cas d’un signal périodique quelconque

Le carré de la valeur efficace d’un signal périodique est égal & la somme des carrés des valeurs efficaces de ses
harmoniques.

La puissance transportée par un signal étant proportionnelle au carré de sa valeur efficace, cette relation traduit
que la puissance du signal est la somme des puissance transportées par ses harmoniques.

Démonstmtion : Un signal périodique quelconque y(t) de pulsation w, se décompose en série de Fourier :

Z Yn(t) 0t yo(t) = Yo et yn(t) =Y, cos(nwyt + ¢y,) pour n € N*.

+oo
= [Z Yn (t)‘|

Or cos(nwyt + @) cos(pwyt + ) = % [cos((n + p)wyt + on + ©p) + cos((n — plwyt + ©n — @p)], donc seuls les
termes diagonauz (n = p) ont une valeur moyenne non nulle, donc

- ) +oo
Yer = (y°) = Z Zyneﬁ
n=0

+oo
Z Yp(t)
p=0

“+o0 “+o0
=D v+ D yn()yp(t)
n=0

n#p
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II Analyse fréquentielle d’un filtre linéaire

Un filtre linéaire est un systéme linéaire, qui recoit un signal d’entrée e(t) et fournit un signal de sortie s(t). Les
signaux e et s vérifient une équation différentielle linéaire de la forme :

- d*s " dRe
> angr =2 bk 1
k=0
Le degré du filtre est le maximum de n et m.

Propriété La réponse a une combinaison linéaire de signaux d’entrée e(t) = Aie1(t) + Aaea(t) est la méme
combinaison linéaire des signaux de sorties correspondant s(t) = A1s1(t) + Aasa(t).

1 Fonction de transfert

Comme tout signal périodique peut se décomposer en série de Fourier, c’est-a-dire en une somme de signaux
sinusoidaux, on étudie la réponse d’un filtre & une excitation sinusoidale e(t) = E cos(wt + ¢.). En régime
permanent, s(t) est un signal sinusoidal de méme pulsation w, on peut donc utiliser la représentation complexe.

La fonction de transfert est définie par | H(jw) = —=% =

. " 2 bilj)*
D’apres ’équation différentielle (1), Zak(jw)k§ = Z br(jw)¥e, Aot H(jw) =

n
k=0 k=0 Zak(jw)k

Le gain du filtre est le module de la fonction de transfert : ‘ G(w) = [H(jw)|

|
=
|| |

La phase du filtre est ’argument de la fonction de transfert : ‘ o(w) = arg[H (jw)]

2 Diagramme de Bode

Le diagramme de Bode d’un filtre se compose de 2 graphes :

— le graphe du gain en décibel ‘ Gap = 20log G = 20log |H| ‘ en fonction de w (ou f) en échelle logarith-

mique
— le graphe de la phase ¢ en fonction de w (ou f) en échelle logarithmique

Pour tracer le diagramme de Bode asymptotique, on cherche un équivalent de H(jw) quand w — 0 et w — +o0.
On en déduit un équivalent du gain G(w) et un équivalent de la phase p(w).

3 Pulsations de coupure et bande passante (4 -3 dB)

. . G
Les pulsations de coupures sont les pulsations w. telles que | G(w,) = —= | 1

V2

ol Gyer est un gain de référence dont la définition dépend du type filtre :

— pour un filtre passe-bas Grer = G(0)
— pour un filtre passe-haut Gef = G(+00)

— pour un filtre passe-bande Gief = Grax

Gy (w.) = 201log (Cj/%f) = 201log(Gref) — 101og(2) ~ 20 log(Gref) — 3 dB

Gr
La bande passante (& -3 dB) est I’ensemble des pulsations (ou fréquences) telles que | G(w) > \/%f

1. La +/ vient du fait que la puissance du signal s(t) est proportionnelle & S2. Une division par 2 de la puissance correspond
donc & une division par v/2 de amplitude.
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III Effets du filtrage

1 Réponse d’un filtre & une entrée sinusoidale

On envoie en entrée d’un filtre linéaire, un signal e(t) = E cos(wet + ¢, ). La sortie est un signal sinusoidal a la
méme pulsation s(t) = S cos(wet + ©s).

S = G(we)E
S = H(jw,)E, donc Ainsi, 5(t) = G(we) E coslwet + @e + p(we)]

Ps = w(we) + Pe

2 Réponse d’un filtre & une entrée périodique quelconque

On envoie en entrée d’un filtre linéaire, un signal e(t) périodique de pulsation w,.. Le signal d’entrée se décompose
en série de Fourier :

+oo
e(t) = Ep + Z E,, cos(nwet + on)
n=1
—+oo
On en déduit le signal de sortie : s(t) = G(0)Ey cos[p(0)] + Z G(nwe) Ey cos[nwet + ¢ + ©(nwe )]
n=1

3 Moyenneur

Un filtre se comporte en moyenneur lorsque la sortie est proportionnelle & la valeur moyenne de I’entrée, soit

Pour cela, le filtre doit couper (fortement atténuer) tous les harmoniques du signal sauf la composante continue.
Il faut donc utiliser un filtre passe-bas, dont la pulsation de coupure est petite devant la pulsation
du signal, soit w, < we.

e S
I

. OéEO

Te t Filtre passe-bas t
) We K We .
spectre d’amplitude spectre d’amplitude
EO OéEo
|

We w w

4 Dérivateur

Un filtre se comporte en dérivateur lorsque la sortie est proportionnelle a la dérivée de l'entrée, soit s(t) = a%

c’est-a-dire s(t) = ajwe(t), don | H(jw) = ajw |

11 n’est pas possible de réaliser un dérivateur idéal, car G = |H (jw)] . oo
w—r+00

5 Intégrateur

. L . . N e . 5 , - d

Un filtre se comporte en intégrateur lorsque la sortie est proportionnelle & la primitive de I'entrée, soit 7 = ae(t)

«

c’est-a-dire jws(t) = ae(t), dou | H(jw) = — |
jw

Il n’est pas possible de réaliser un intégrateur idéal, car G = |H (jw)| ——, oo
w—r
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IV  Modéles de quelques filtres

Les résultats de cette partie ne sont pas a apprendre par cceur, mais a savoir retrouver a partir de la fonction
de transfert donnée.

1 Filtre passe-bas du ler ordre

Gref

Fonction de transfert : H(jw) = T2
Jwe

GdB — 20 log Gref
Asymptotes a basse fréquence (w < w.) : H(jw) — Gyer donc

p—0

GdB ~ 201o Gr f — 201og (%
Asymptotes 4 haute fréquence (w > w.) : H(jw) ~ —jGrer2s donc 8(Ciret) g(w”)

= -3
Le filtre se comporte en intégrateur & haute fréquence.
G(w) ; 0 donc le filtre peut servir de moyenneur pour we > we.
wSwe

G = Z soit Gap = 2010g(Grer) — 3 dB

S

Gain et phase a w = w, : H(jw.) = ?_f]f donc

3

=1
w, est donc bien la pulsation de coupure. La bande passante est [0, w,].

Diagramme de Bode

0

=10 1

—20

Ggg (dB)

—30 4

=40

0

_”qu_ -

¢ (rad)

_m{2 u
102 101 10° 101 102
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2 Filtre passe-haut du ler ordre

Gref
1+

Fonction de transfert : H(jw) =

€

c

€

J
Gap ~ 201og(Grer) + 201log(-)
Asymptotes a basse fréquence (w < w.) : H(jw) ~ jGrer 2~ donc ¢ e
=3
Le filtre se comporte en dérivateur a basse fréquence.
G(w) —>O 0 donc le filtre coupe la composante continue.
w—

GdB — 20 1og Gref
Asymptotes a haute fréquence (w > w.) : H(jw) — Gper donc

p—=0
G = St 50it G = 201og(Grer) — 3 dB
Gain et phase 4 w = w, : H(jw.) = i; done V2 dB (Ghref)
p=171

w, est donc bien la pulsation de coupure. La bande passante est [w,, +00].

Diagramme de Bode

O_

=10 1

—20

Ggg (dB)

—30 4

=40

2

4

¢ (rad)

102 101 10° 101 102
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3 Filtre passe-bas du 2éme ordre

Gref

2 . .
1= T iom

Fonction de transfert : H(jw) =

GdB — 20 log Gref
Asymptotes a basse fréquence (w < wy) : H(jw) — Grer donc

p—0
GdB ~ 20 log Gr f) — 40 log L
Asymptotes a haute fréquence (w > wp) : H(jw) ~ 7Gref%§ donc (Grer) (&)
¢ — —m car Im [H (jw)] < 0
G(w) — 0 donc le filtre peut servir de moyenneur pour we > wp.

w>>wo
. . . X G = GrefQ
Gain et phase a w = wy : H(jwg) = —jGret@ donc
p=-3
Diagramme de Bode
0
m —20 -
2
& 401
_60 .
_80 -
T T T
0
=
S -2
=Y
_iT -
T T T
1072 1071 10° 101 102
Wity
Condition de résonance
G
G= ref Gret avec f(z) = (1 —2%)? +(§)?

UJ2
\/(1* 73)2 Qwo \/f wo
On étudie les variations de f sur Ry : f/(z) = 2(1 — 22)(—2z) + % =
f'(x) >0 (avec z > 0) < 222 —2—1—Q2 >0 & 22 >1_W
f' change de signe si 1 — W > 0, c’est-a-dire | Q > ﬁ ~ 0,7 : c’est la condition de résonance.

22(22% — 2 + é)

Si il y a résonance, f est minimale en z = /1 — ﬁ, donc G est maximal en w, = wp4/1 — ﬁ
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4 Filtre passe-bande du 2éme ordre

Gref
1+jQ(Z —=2)

Fonction de transfert : H(jw) =

Gap ~ 201log(E=t) + 20log(«-
Asymptotes a basse fréquence (w < wp) : H(jw) ~ j%ﬁ donc ( @ ) )

=5
Le filtre se comporte en dérivateur a basse fréquence.
G(w) e 0 donc le filtre coupe la composante continue.
w—>

Gag ~ 201og(Exst) — 201og(-
Asymptotes a haute fréquence (w > wy) : H(jw) ~ —]%% donc ( Q ) &)

= -3
Le filtre se comporte en intégrateur & haute fréquence.
. R . G = Gref
Gain et phase & w = wy : H(jwy) = Grer donc
=0

Diagramme de Bode

@
z
&
T T T
/2
4
sl
E o
=
—11/4
_iTJlrz_ T T T T T T T T T T T rorrrr
1072 1071 107 10! 102
Wity
Résonance
_ Glref
2w _ wo)2
\/1 +Q* (& — )
Le terme (Wi0 - %)2 > 0 est minimal lorsqu’il s’annule, c¢’est-a-dire en w = wyp, donc G admet un maximum en
wo-

Bande passante

G G
On cherche les pulsations de coupure w.; et weo telles que G = ref — Jref

\/1+Q2(%8_@)2 V2’

we
We _ w02 __ YNy We _ Wo 1 : 2 wo 42
fe—g2)t =1, don g= — £ =45, soit wp + Fwe —wj =0

c’est-a-dire Q?(
2
Le discriminant de ces 2 équations est : A = % + 4w >0

Les 4 solutions de ces 2 équations sont donc : w, = j:;% + %\/M = ‘2’%(11 + /1 +4Q?)
we1 €t wea sont les 2 solutions positives : wez = ;—5( 1+4Q2?+1)

La bande passante est l'intervalle [w,, ,w,,]. La largeur de la bande passante est Aw = weo —we,, sOit | Aw = — |.

Ainsi, le filtre est d’autant plus sélectif que @ est grand.
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5 Filtre passe-haut du 2éme ordre

Gy
Fonction de transfert : H(jw) = of

G+

Gag ~ 201log(Gref) + 40 log (-2
Asymptotes a basse fréquence (w < wp) : H(jw) ~ —Grefz—z donc (Grer) <w°)
’ @ — 7 car Im [H(jw)] >0

G(w) e 0 donc le filtre coupe la composante continue.
w—

GdB — 20 log Gref
Asymptotes a haute fréquence (w > wy) : H(jw) — Grer donc

p—0
. R . . G = GrefQ
Gain et phase 4 w = wqy : H(jwy) = jGrer@ donc
=73
Diagramme de Bode
=)
=2
&
T T T
n
=
£ 2+
=
O_ T T N | T T N | T T N | T T T
1072 1071 10° 101 102
Wty
Condition de résonance
G G
G = o = % avec f(2) = (1 —2%)% + ()

\/( _%§)2+($)2 f(=2)

C’est la méme fonction f que dans le cas du filtre passe-bas du 2éme ordre (mais attention, ici z = “2).

f' change de signe si 1 — ﬁ > 0, c’est-a-dire | @ > % ~ 0,7 : c’est la condition de résonance.

Si il y a résonance, f est minimale en z = /1 — ﬁ, donc G est maximal en w, = 1“’0
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V Mise en cascade de filtres de tension

1 Impédances d’entrée et de sortie d’un quadripéle passif

Un filtre de tension est un quadripole. En régime sinusoidal forcé, un quadripole linéaire passif (constitué
uniquement, de dipoles linéaires passifs : résistances, condensateurs et bobines) est équivalent & un quadripole
de la forme suivante :

Quadripole

Z . est appelée impédance d’entrée du filtre et Z, impédance de sortie.
€ S

La tension de sortie s’écrit s = sy — Z,¢,. En sortie ouverte, c’est-a-dire lorsque i, = 0, on a s = 5.

s . .
On note Hy, = =2 la fonction de transfert en sortie ouverte.
€

2 Mise en cascade

! Ls1 f 162
A "
Zgy |
1
1
L P81 = £
Hpy e T E
o |
Quadripole 1 Quadripole 2
S
La fonction de transfert du filtre global est H = =2.
€1
. . ﬂozﬁz N N .. . Z €2
En sortie ouverte (i, = 0), H, = ===, or, d’aprés le diviseur de tension, e, = ——=—H,¢e,, donc
€ Zg +Zeo
)= HyoHy,
=0 Zyy
1z,

Pour que le filtre global réalise les fonctions des filtres 1 et 2 en sorties ouvertes, il faut que H, ~ H,H,, soit
|Z,1| < |Zgs|. Alnsi, pour garantir leur fonctionnement lors de mises en cascade, il est préférable de réaliser des
filtres de tension de faible impédance de sortie et forte impédance d’entrée.

10



