CHAPITRE
CONVEXITE

Dans tout ce chapitre I désigne un intervalle de R.

I Fonctions convexes

,—[Déﬁnition (Fonctions convexes)} <

Soit f: I — R.
e On dit que f est convexe si:

V(z,y) € I, VA€[0,1], fQAz+(1-Ny) <Af(z) + 1= N)f(y).

e On dit que f est concave si —f est convexe c’est-a-dire si:

V(z,y) € I?, VA€[0,1], fQAz+(1=Ny) = Af(z) + 1= N)f(y).

I'= Explication &1 Interprétation graphique de cette définition. Soit (z,y) € I? avec z < y. Pour tout
A € [0,1] on considére les points données par leurs coordonnées

Mx(Az+ (1 =Ny, fhz+ (1= Ay)) Ex(Az + (1 =Ny, Mf(z) + (1 =X f(y)).

f est convexe signifie alors que le point M) est sous le point F\ pour tout A € [0, 1].
Or, quand X décrit [0, 1],

e Az + (1 — \)y décrit le segment [z, y]
e M) décrit I'arc de Cy compris entre les points Mg, M; d’abscisses = et y
e [ décrit le segment [My, M;]

La convexité signifie alors que le sous-arc de Cy associé a [z, y] est sous la corde [My, M;].



Théoréme (Position du graphe d’une fonction convexe par rapport a ses sécantes)

Soient f : I — R une fonction convexe et (z,y) € I? avec x < y.
Le graphe de f est situé sous sa sécante sur [z, y] et au-dessus en dehors de [z, y].

,—| Remarques <

1) & Attention & Convexe n’est pas le contraire de concave. Exemple de fonction ni convexe, ni
concave :

2) f est concave si et seulement si —f est convexe.
Conséquence : tous les résultats sur les fonctions convexes s’adaptent donc aux fonctions concaves.
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Exercice. Montrer que la fonction valeur absolue est convexe.

f—[Théoréme (Inégalité de Jensen)} <

Soient f : I — R une fonction convexe et n € N*.

Soient (z1,...,2,) € I™ et (A1,...,An) € [0, 1]" tels que Z)‘i =1 alors
i=1

f (Z Aﬂz’) < Z&f(ffz)
=1 =1
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f—[Théoréme (Caractérisation de la convexité par la croissance des pentes)} N

Soit f : I — R. Les propositions suivantes sont équivalentes.
(1) f est convexe

I\ {a} — R

(ii) Pour tout a € I, Papplication . f(z) — f(a) est croissante.
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Exercice. A connaitre Soit f : I — R une fonction convexe oil I est supposé ouvert. Montrer que f est continue
sur I.
Le résultat est-il encore vrai si I n’est pas ouvert.
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Exemple La fonction 2 — 22 est convexe car pour tout a € R, x = = + a est une application croissante

f—[Corollaire (Lemme des trois pentes)} N

Soient f : I — R une fonction convexe et (a,b,c) € I tel que a < b < c. Alors

)~ 1@ _ fe) = fla) _ f(e) = F(D)
b—a h c—a h c—b
II Fonctions convexes dérivables
f—[Théoréme (Caractérisation des fonctions convexes dérivables)} N

Soit f : I — R dérivable sur I. Les propositions suivantes sont équivalentes
(i) f convexe
(if) f’ croissante

(iii) Cy est situé au-dessus de toutes ses tangentes.




Corollaire (Caractérisation des fonctions convexes deux fois dérivables)]

Soit f : I — R deux fois dérivable sur I. Alors : f est convexe si et seulement si f” > 0.

Exemples Les fonctions exp, z — x® ot @ > 1 sont convexes.

Exercice.

1) Exemple type. Montrer que pour tout z € [0,1], x +1 < e” < (e—1)x + 1.
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2) Montrer que pour tout > 0, y > 0, In (z_;Ly> > 3 Inx + 3 Iny.

3) Inégalité arithmético-géométrique. Soit (z1,...,2,) € (R% )", on a

1
n

n n
n 1
=1 i=1

.
i=1 "

,—[Remarques (Sur les points d’inﬂexion)}

Soit f: I — R continue et a € I. On dit que a est un point d’inflexion pour f si la courbe de f change de

concavité en a, c’est-a-dire qu’il existe € > 0 tel que fiu—c,q) €t fj[a,a+) SOient de concavité opposées.
Si de plus f est deux fois dérivable, a est un point d’inflexion si et seulement si f” s’annule en a et change

de signe.
Si a est un point d’inflexion la tangente traverse la courbe en le point d’abscisse a.




