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Exercice 1
1) Pour z au voisinage de 0,

3 3
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z  sin®z(cos®z —1)

sin® z — tan® z = sin

Or sinz Y z donc sin® z ot z3.
Puis, cosz — 1 donc cosz ot 1 donc cos®

z ~ 1.
z—0 0
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Enfin, cos® 2 — 1 = (cosz — 1)(cos? +cos x + 1) avec cosx — 1 v —% et cos? +cosx + 1 v 3 (car a pour limite 3).
Finalement,
23 x (—22) x 3 3 in3 —tan3 3
sin® & — tan® z ~ %) =225 Et donc, moamr 2
0 1 2 x4 0 2
2) Comme 21 —6 7 et que 'on souhaite se ramener & un équivalent de tan en 0, on exploite la 7-périodicité de tan. Pour xz au
xT Tr—
voisinage de 0,
2
™ —mz? —mz? ™o,
f(x)=tan | —— —7 ) =tan | — ~——— car z2 41 2—0
z2+1 2 +1/) 0 2241 tanu;u
2 7r 2
Enfin, z° + 1 ~ 1, donc | tan ( ) ~ —mz” |
0 241/ 0
3) Sur un voisinage de 400,
T
) = =z -1 car >0
1(@) z+1 )
1
= =z 1-— —1
z+1
-1 . -1 < .
Donc f(z) ~ X ——— car lim =0donc f(z) ~ — cest-a-dire| lim f(z)=—
r—+o00 2(m =+ 1) z—+oo x4+ 1 r—+oco 2 z—~+o00
VA+h— Y8+ 3h
4) On a bien une FI. On pose h=z — 1, f(1 +h) = i it Al

ih)

e Fp =0€ Net F1 =1 € N donc la propriété est initialisée.

En conclusion, | Vn € N, F,, € N|.

VneN, an = (-1)"

sin pair, Fpt1Fnt1 + Fa(—Fpy2) =1

1) On montre la propriété par récurrence double. On pose pour n € N, P(n) :

3h
= 1+ — h)—(1+ —— h = h
h—0 +2><4+O() (+3><8+O( ))>h~>00()

1+ tan(Zh —2tan(Zh —2Th -

1—tan(z+£h):1— (i): (i) ~ 4 ﬂ
4 4 1—tan(Fh) 1—tan(fh) hs0 1  h=0 2
On peut conclure | lim f(z) = 0.
rz—1
Exercice 2 On considére la suite de Fibonacci définie par : Fp =0, F; =1, VneN, Fyyo=Fpy1+ Fn.

an c NN.

Soit n € N, supposons que Fy, € N et F,1 € N sont vraies. Comme Fy,9 = Fpy1 + Fp, alors Fp40 € N.

2) -a- Soit n € N, on pose o = F2+1 — F Fp42. Alors pour n € N,
An+1 = F7’2L+2 — Frt1Fnts
= Fn+2(Fn+1 4+ Fn) — Fant1(Fny2 + Frnt+1)  (velation de récurrence)
= FpyaFp — F2, | = —am.
Donc (o) est une suite géométrique, de raison —1 de premier terme ag = F12 — FoFy = —1, donc

Vn €N, F2.1 — FpFojpo = (—1)" |

D’aprés 2)-a-, pour n € N, Fy, et Fjp41 vérifient une relation de Bezout, en distinguant n pair et n impair :

si n impair, Fpi1(—Fp41) + FnFryo = 1.

Donc d’aprés le théoréme de Bezout, | pour tout n € N, F), et Fj,41 sont premiers entre eux |




3) -a- Soit n € N*. On montrer le résultat par récurrence double. Pour p € N, on pose P(p) : “Fp4p = Fn_1Fp + FnFp1”.
e Initialisation. Pour p =0, F,40 = Fn et Fn—1Fo + FnFoy1 = Fn car Fp = 0 et F; = 1. Donc P(0) est vraie.

Pour p=1, Fr41 = Fpt1 et Fn_1F1 + FpFo = Fa_1 + F, = Frq1. Donc P(1) est vraie.
e Hérédité. Soit p € N, supposons P(p) et P(p + 1) sont vraies. Au rang p + 2,

Frnipi2a=Fnipr1+ Fnip = (Fno1Fpt1 + FuFpy2) + (Fn_1Fp + FpFpy1) (par hypothése de récurrence).
= Fn1(Fpt1+ Fp) + Fn(Fpi2 + Fpy1)
= Fn—le+2 + Fan+3-

Donc P(p + 2) est vraie.

e Conclusion. [Vp € N, Fuyp = Fuo1Fp + FuFpin |

Autre méthode (qui ne tient pas compte de I’indication de faire une récurrence) : on pose pour n € N*, p € N,
Brnyp =Fn_1Fp+ FnFpi1. Soit n € N et p €N,

Brn+1,p = FnFp+ Fny1Fpi1 = FnFp + (Fn+ Fp—1)Fp41 (relation de récurrence de Fibonacci)
= Fan + Fan+1 + Fn—le+l = Fn(Fp + Fp+l) + Fn—le+1

=FnFpio+ Fno1Fpi1 (relation de récurrence de Fibonacci)
= nlep+1 + Fan+2
= Bn,p+1

On peut donc itérer cette relation de récurrence,

Br,p = Brn—1,p+1 = Bn—2p+2 == Brptn-1 = FoFpirn_1+ F1Fpin = Fpin.
(que l'on démontrerait aisément par récurrence).

-b- Sin = 0 le résultat est évident.
Si n € N*, on montre que LES diviseurs de Foyp et F, sont LES diviseurs de Fy, et Fp.
Soit d un diviseur de F,, et F},. D’abord, d divise bien F}, puis d’aprés 3)-a-, F4p = Frn_1Fp + FpFppt1 donc par opérations
d divise Finqp.
Soit d un diviseur de Fy, 1, et Fj,. D’abord, d divise bien Fy, puis d’aprés 3)-a-, Fry_1Fp = Fnyp — FnFpy1 donc par
opérations d divise Fy,_1Fp. Or d divise Fy, de plus Fy, et Fj,_1 sont premiers entre eux donc d et Fj,_1 sont premiers entre
eux. Donc d’aprés le théoréme de Gauss (rappelons que d divise F,,_1F}) alors d divise F).

On a donc en conclusion : | Fonip NFn=Fn NFp |

-c- L’expression & trouver pour Fi, 4, A Fin est constante par rapport a k, ce qui suggére de poser une suite que 1’on va prouver
étre constante par rapport & k. (On pourrait aussi démontrer le résultat par récurrence sur k).
Soit (p,n) € N2, On pose pour k € N, 8, = Fynyp A Fpn. Pour k €N,

Br+1 = Fiet1yntp N Fn = Fenqnip A Fn = Fn A Fipyp d’apres 3)-b- avec kn + p au lieu de p.

On a donc prouvé By41 = Frpip A Fn = Bi. Donc vy est constante, or v = Fpn A Fj.

On a donc bien, | pour tout (n,k,p) € N3, Fintp AN Fn=Fn NFp |.

4) On applique algorithme d’Euclide du calcul du PGCD de n et m. On pose rg = n et r1 = m, puis ¢ et 2 les quotient et reste
respectifs de la division euclidienne de r¢ par r1,

Fon AN Fpy = Fro A Frl = Lgri+ro A FTl = Fﬁ A Frz d’aprés 3)—C— avec k = q1, N =171, p="T2.

On itére ce procédé, et on note rn1 le premier reste nul, alors ry = n Am, et en appliquant 3)-c-,

Fo A Fp = Fy AOQ= Fy donc |Fn/\Fm:FnAml.

5) Applications.

-a- On calcule les premiers termes de la suite de Fibonacci : 0,1,1,2,3,5,8,13,21 | le premier terme divisible par 7 est donc Fg |

Pour la premiére équivalence :

T|Fn < 7|Fy et 7|F3 (car 7|Fg)

< T|Fn A Fg (caractérisation des diviseurs communs de Fy, et Fg)

[71F0 & 71Fans  dapres (4) |

Pour la seconde équivalence, notons que pour tout n € N, n A 8 étant un diviseur de 8 alors n A 8 € {0, 1,4, 8}, or le premier
F}, divisible par 7 est Fg, donc
T|Fang < n A8 =8< 8n.

En combinant avec la premiére équivalence, il découle

7|Fy < 8ln |



-b- Le premier terme divisible par 4 est Fs. On montrerait de méme, | 4|F, < 6|n |.

Puis,
28|Fp < 4|Fp et 7|Fn,  car 4NT=1
< 6ln et 8ln  d’aprés 5)-a- et ce qui précéde
&6V 8n

28| Fr, < 24|n |

Exercice 3 On note Z[V2] = {x +yV2/(z,y) € 22}.

I. Structure de Z[V2].

1. Commengons par appliquer la caractérisation des sous-anneaux :
e De fagon évidente, Z[v/2] C R.
o Puisque 0 € Z[v2], alors Z[v/2] # 0.

e Soient u et v appartenant a Z[v/2].
1l existe alors (z,y, z,t) appartenant a Z% tel que u =« + yv2 et v = z 4+ tv/2 et :

v—v=z+yV2— (z+tV2) = (z —2)+(y —t) V2,
—_—— —\—
€z €z
autrement dit v — v € Z[V2];

uxv=(z+yv2) X (z +tV2) = (zz + 2ty) + (tz + yz) V2,
—_——— ——
E€Z E€Z
autrement dit u x v € Z[V/2].
e Enfin 1 =14 0v2, donc 1 € Z[V?2].

Nous en déduisons que Z[\/i] est un sous-anneau de R |

De plus anneau R est commutatif et intégre donc | ’anneau Z[\/i} est commutatif et intégre.

I1. Un critére d’inversibilité dans Z[v/2]

2. Commengons par remarquer qu'il est évident que ¢ est une application de Z[v/2] dans lui-méme.
e Soit z appartenant a Z[\/i} 11 existe alors (z,y) appartenant a 7 tel que z = x + y\/§ et :
(pop)(z) =¢lp(2) =l —yV2) =z — (~y)V2 =z +yvV2 ==

Ainsi p o =Idy 5 et donc ¢ est une bijection de Z[v'2] dans lui-méme et p~! = ¢.
Soit (z1, 22) appartenant a Z[\/i]Q. 11 existe (z,y, 2z,t) appartenant a Z* tel que z1 = @ + yV2 et 22 = z + tv/2. Alors :

w(z1+22) = z1+22
= (+yV2) + (=+tV2)
= (@+2)+y+t)vVe
= (z+2)—(y+1)V2
mfy\/iJrzft\/i
Z1 + 22

= o(z1) + p(22).

Ainsi p(z1 + 22) = ¢(z1) + p(22).

p(z122) = Ziz2
= (z+yv2)(z +tV2)
= (zz+2ty) + (yz +at)V2
= (wz+2ty) — (yz + 2t)V2,




tandis que :

Z1 X Z2

= (2+yv2)(z +tV2)

= (- VB) - VD)

= (zz+ 2ty) — (yz + 2t)V2.

e(21)p(22)

Ainsi p(z122) = p(z1) X @(z2).
e Enfin, p(1) =1+0v2=1-0v2=1.

Ainsi | ¢ : 2 — Z est un isomorphisme d’anneau de (Z[v/2], +, x) dans lui-méme [, i.e. un automorphisme de ’anneau Z[v/2]. De

plus|g4>_1 =¢|

3. Soient z1 et 2o appartenant a Z[\/§]
D’aprés la question précédente :

N(z1 X z2) = (z122) X (2122)
= (z122) X (1 X Zz2) (car ¢ est un morphisme d’anneaux)
= (21271) X (2272) (car la multiplication dans Z[v/2] est commutative et associative)
N (z1) X N (22)

Ainsi |V (21, 22) € Z[V2]?, N (21 X 22) = N (21) x N (22) |

4. Soient z appartenant a Z[v/2].
Rappelons que Z* = {—1,1} et raisonnons par double implication :

e Si N(z) est inversible dans Z, alors z2Z = 1 ou 2Z = —1, et donc 2Z =1 ou 2(—%) = 1.
Dans les deux cas z est inversible dans Z[\/i}, puisque Z[\/i] est stable par passage au conjugué et a I’opposé.
e Réciproquement, supposons z inversible dans Z[\/i] il existe alors z’ appartenant & Z[\/E} tel que zz' = 1.

En composant par N de chaque c6té, nous obtenons N(zz') = N(1) = 1, puis d’aprés la question précédente, N(z)x N(z') = 1,
ce qui entraine que N(z) est inversible dans Z.

Ainsi | z est inversible dans Z[v/2] si, et seulement si, N(z) I’est dans Z |

Soit (z,y) appartenant & 72 tel que z = = + yV/2, alors : N(z) = (z + y\/§)(a} — y\/i) =22 — 2%,
Ainsi N(z) est inversible dans Z si, et seulement si, #2 — 2y% € {—1, 1}, autrement dit

zEU(:>|x272y2|:1.

II1. Forme des éléments de U
5. Posonsz =1lety=1,alorsu=xz+yvV2, z €N yecN et \:v2 — 2y2\ =|1—2| =1, donc d’aprés la question 4. .

6. Soit z appartenant & U4 tel que z # u. Il existe alors (x,y) appartenant a (N*)2 tel que z = z + yv/2 et (z,y) # (1,1).
Puisque z € U, alors d’aprés la question 4., |12 — 2y2| =1, et donc ou bien z2 = 2y2 + 1, ou bien 22 = 2y2 — 1.
o Siz?= 2y2 + 1, alors z2 > 2y2 et #? < 2y2 + 2, donc = > \/iy et 22 < 4y2 (car = et y appartiennent a N* et 2y2 > 2). On
a alors z > y et & < 2y (puisque V2 > 1).
o Siz?=2y% —1, alors 22 < 2y2, donc z < V2y, d’ott = < 2y (car 2 > V/2).
Siy = 1, alors z2 = 1, et donc & = 1, ce qui est contradictoire, puisque z # u. Ainsi y > 1, donc y2 > 1 et 2% — 1 > 32
Nous obtenons ainsi 2 > 32 et donc = > y (car = et y appartiennent a N*).

Ainsi, dans tous les cas, |y < z < 2y.

7. Soit z appartenant & U tel que z # u. Il existe alors (z,y) appartenant a (N*)? tels que z = x + yV2 et y < z < 2y d’apres la
question précédente. Nous calculons alors :

f_Z_rtyV2  (+yv2)(1-V2)

u 1442 1-2 - L,ﬁ),
eN* eN*

8. (a) Soit n appartenant & N. Notons P(n) la proposition : z, € Ux.
Initialisation: Puisque z € Uy, alors P(0) est vraie.
Hérédité: Soit n appartenant a N tel que P(n) soit vraie. Alors z, € Ut et d’aprés notre hyposthése zn, # u, donc d’aprés la
question précédente, %L € Uyg, i.e. znt1 € Uy et P(n + 1) est vraie.

Conclusion: D’aprés le principe de récurrence, Vn € N, z, € Uy.

| La suite (zg) est une suite d’éléments de Us-. |




(b) Commengons par remarquer que tout élément de U est strictement supérieur & 1. Or, d’aprés la question précédente,

VkeN, z, € Uy et donc :
Zk:ik:;—m (car1+\/§>1)7
u (14 V2)k koo

ce qui est contradictoire.
Nous en déduisons qu’il existe ko appartenant a N tel que 2z, = u et donc tel que z = u

Ainsi: V z € Uy, 3n € N* / 2z =u"”, autrement dit : |U+ c {u", neN*}

ko+1

9. Montrons que {u"™, n € N*} C Uy.
Soit n appartenant a N, alors d’aprés la question 3. et un raisonnement par récurrence immeédiat

N(u™) = N(u)" = (-1)".

Comme (—1)" est inversible dans Z, alors u™ € U d’aprés la condition nécessaire et suffisante d’inversibilité de la question 4.. De
plus :

Ainsi u™ € Uy et | Uy = {u", n € N} |

10. Soit z appartenant a U. 1l existe (z,y) appartenant a 7 tel que z =x + y\/i.
e Siy =0, alors z=1, ou z = —1 d’aprés la question 4..
e Siz

e Siz

—z=¢ ! ((1 + \/5)”), soit z = —¢ ((1 + \/5)”) =—-(1-V2)"
Nous en déduisons que :
Uc{l,-1}u {5(1 V2", ee{~1,1}, ne N*} U {5(1 —VR)", ee {11}, ne N*} .

L’inclusion réciproque est vraie car tous les éléments dans I’ensemble & droite vérifie la condition nécessaire et suffisante d’inversibilité
de la question 4.. En effet N(1) = N(—1) =1et:

VneN, Vee{-1;1}, N (5(1 + \/5)"> — N@EN (1 n \/§>” —(c1n
N(1-v2)") = NEN(1-v2)" = (1.

Finalement :

U={1,71}u{5(1+\/§)", ce{-1,1}, nEN*}U{z—:(lf\/ﬁ)", ee{-1,1}, neN*} .




d-

Probléeme 1

La fonction nulle est continue sur R, s’annule au moins une fois et vérifie évidemment la troisiéme condition, donc

La fonction cosinus est continue sur R.

™
Pour tout k € Z, cos (5 + kﬂ') = 0 donc le cosinus s’annule au moins une fois.

Vz,y € R,

cos(z + y) + cos(z — y) = 2cos (

Si f € £ et w € R*, alors la fonction f,, est continue sur R comme composée de deux fonctions continues.

r+y+:vfy)cos (:rerf(:v*y)

; ; ) = 2cos(x) cos(y)

. a
Si f s’annule en a € R alors f,, s’annule en —.
w

Pour z,y € R, on a
fo@+y) + fu(z —y) = flwz + wy) + flwz — wy) = 2f(wz) f(wy) = 2fw () fu(y).

Prenons ¢ = y = 0, alors on a 2f(0) = 2 (£(0))? et donc | £(0) = 0 ou f(0) = 1.

Si f(0) = 0 alors avec y = 0 et  quelconque, on a 2f(z) = 2f(z) f(0) = 0 et donc f(z) = 0.

| f est identiquement nulle. |

Si f(0) = 1 alors en prenant z = 0 et y quelconque, on a f(y) + f(—y) = 2f(0)f(y) = 2f(y) d’ou f(—y) = f(y), donc

x
Si f(0) =1 pour tout € R en prenant 5 a la place de = et de y, on a :

f@) ~ f0) =2 (g)r et done | f(z) =2[f (3)]2 -1

Si f s’annule en a € R* alors pour tout = € R,

fla+la—=z])+ fla—[a—z]) =2f(a)f(a —z) or f(a) =0 donc f(2a —z) + f(z) =0, dou| f(2a — z) = —f(x).

On en déduit que pour tout z € R, f(da + z) = f(2a — [-2a — z]) = —f(—2a — z) = —f(2a + z) car f est paire or
f2a+2z) = —f(—z) = —f(z), donc f(4a +z) = f(z) | f est 4a—périodique. |

On sait que f s’annule en un certain réel o, mais f(0) = 1 donc a # 0, comme f est paire on a f(|a|) = f(e) = 0 avec |a| > 0

donc | f s’annule au moins une fois sur R . |

L’ensemble A est non vide d’aprés la question précédente, cet ensemble est minoré par 0, donc d’aprés la propriété de la

borne inférieure | A admet une borne inférieure. |

1 1
Soit n € N*. Comme a = inf(A), le réel a + — ne minore pas A donc il existe un élément ¢, de A tel que tn, < a+ —.
n n

1
Puisque a minore A, on a bien a <t, <a+ —.
n

D’aprés le théoréme d’encadrement , la suite (¢,,) converge vers a, comme f est continue en a, on a (tn) = f(a).

lim
n—-+oo f

De plus pour tout n € N*, ¢, € A, donc f(tn) = 0 par conséquent hr_'lil ftn) =0.
n—-+4+0oo

Par unicité de la limite, | f(a) =0 |.

A étant minoré par 0, a > 0 et puisque f(0) # 0 on a a # 0. On en déduit

Soit z €]0, a[, par définition de a, f(z) # 0.

Si f(z) < 0 puisque f(0) = 1 le théoréme des valeurs intermédiaires (son corollaire) appliqué & f continue sur l'intervalle
[0, z] fournit 'existence d’un élément c € [0, z] tel que f(c) = 0.

On obtient 0 < ¢ < z < a et f(c) = 0. C’est absurde par définition de a donc f(z) > 0.

|V:v € [0,a[, f(z) > 0.

Soit ¢ € N, d’aprés le 2.d, f(%):Q[f(%)]Q—l (+)

Récurrence sur gq.

a a
Pour tout ¢ € N, on note P(q): f (2—q> =g (2—q> .

Initialisation: f(a) = 0 = g(a) car g(a) = cos (ga) = cos <7> =0.
a



P(0) est vérifiée.
Héredité: Soit ¢ € N. On suppose que P(q) est vérifiée.

a o a
2a+1 € [0,a[ donc d’aprés 3.d, f <2qj> >0

o a 1+ f(55)
On déduit alors de (x), f <2q+1> =\

D’aprés P(q),

1+ cos (#)
2

= yeos? (v ) = o0 (5732
= CcOos 2q+2 = COs 2q+2

™

L) = 1+9(5%) _
2a+1/ 2 h
" <o
car ﬁ € [ ,5]
. . . a B ™ —_— a
On obtient ainsi f <2q+1> = cos (—2q+2> =g <2q+1>.
P(q+ 1) est vérifiée ce qui achéve la récurrence.
-b- Soit g € N.

Récurrence a deux prédécesseurs sur p € N.

. pay _ (k@
Pour tout p € N, on note P(p): f<2q> 7g<2q>.
Initialisation: f(0) = 0 = g(0) donc P(0) est vérifiée.

D’aprés 4.a, P(1) est également vérifiée.

Heérédité: Soit p € N*. On suppose que P(p — 1) et P(p) sont vérifiées.

(D) (s 2y =ar () s (2) -1 (2500)

D’apreés la question précédente et I’hypothése de récurrence, on a

IG DEIHHORIES

o pa a (p—1a\ _ ((p+1)a
D’aprés 1.b et 1.c, g € € donc 2¢g (2—(1) g (2—q> —g (7) =g (7 .

24 24
3 (p+1a) _ (p+1a
par conséquent, f (T =9( "

P(g + 1) est vérifiée ce qui achéve la récurrence.

T x x a a
-c- Soit z € R, 29— —1< {2‘17J < 29—. Puisque — >0,onaz— — <ug <z.
a a a 24 24

D’apres le théoréme d’encadrement, (uq) converge vers x.

Posons p = HQ‘ZEH alors p € N. Comme f et g sont paires, f(up) = f <@> et glup) =g (IB>
a

24 24
Le 4.b permet alors de conclure | f(uq) = g(uq).

-d- La suite (uq) converge vers z, les fonctions f et g sont continues donc la suite (f(uq)) converge vers f(z) et la suite (g(uq))
converge vers g(x), or ces deux suites sont égales, donc :

T
f(x) = cos <E> .
5) On a montré aux 2.b et 4.d que
R — R
Ec{fo}u{f: PN COS(@) ‘aeRi}.
2a

On vérifie alors la réciproque: ces fonctions conviennent c’est-a-dire sont continues, s’annulent au moins une fois sur R et vérifient
I’équation fonctionnelle. C’est la question 1.



